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✐
❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❈❧❛r❛✳ ❙❤❡ ❤❛s
❜❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ s✐♥❝❡ ■ ❧❡❢t ❱❛❧❡♥❝✐❛✳ ■ ❛♠ s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❦♥♦✇♥ ❤❡r✱
s❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉
✈❡r② ♠✉❝❤ ❢♦r ❝♦♠✐♥❣ t♦ ❋r❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠❡✱ ■ ❦♥♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ ♥❡✇
♣❧❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜✉t t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s②✳
✐✐
❆❜str❛❝t
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❙❇❊❙✮ ❤❛s ❜r♦✉❣❤t ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛❧❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥
♠❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡s❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❛❡r♦♥❛✉t✐❝ ♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s✱
♠♦❜✐❧❡ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦r ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❙❇❊❙ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠✲
♣❧❡① ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛♥ ✉♥❝❡❛s✐♥❣❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ❇✐❣✲❉❛t❛✱
▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♦r ❉❛t❛✲❆♥❛❧②t✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥t❡r❡st ✐s
✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞
❞❛t❛✲st♦r❛❣❡ s②st❡♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ♦✈❡r ✺✵✵ ●❇ ♦❢ ❞❛t❛
❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✐❣❤t✳ ❚❤✐s ♣❛♥♦r❛♠❛ ❜r✐♥❣s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❉❉❉❆❙✮✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
♠❡r❣❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡
✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s②♠❜✐♦s✐s t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠✐❧❡st♦♥❡s
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡s❡ ❞❛②s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❛s ❛ st❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❧② ❛s s♦♦♥ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❞✐✈❡r❣❡✳
❙❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❤♦s❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭▼❖❘✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❧❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❉❉❆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✐✐✐

❘és✉♠é
▲❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙❇❊❙✮ ♦♥t ❛♣♣♦rté ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♠❡♥❛♥t t♦✉t❡s à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣r♦❝❡ss✉s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ❈❡s ♣❡r❝é❡s ♥♦t❛❜❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ s❡❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♦✉ ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❧❡s
té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❜✐❧❡s ♦✉ ❧❛ s❛♥té✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❙❇❊❙ s♦♥t
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢r♦♥té❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s ❞❛♥s
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖✉tr❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈és ❛ss♦❝✐és ❛✉①
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①✳
P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ✐♥térêt s❛♥s ❝❡ss❡ ❝r♦✐ss❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♠❛ss✐✈❡s ✭❜✐❣ ❞❛t❛✮✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été
❝♦♥st❛té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t ✐♥térêt ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♠♦t✐✈é ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡①✲
❤❛✉st✐❢ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛✈✐♦♥
♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ●♦ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈♦❧✳ ❈❡ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❛♣✲
♣♦rt❡ ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ♣❛r❢❛✐t❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣✐❧♦tés ♣❛r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ❉❉❉❆❙✮✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❧✉s ❞é❝♦✉♣❧é❡s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s②♠❜✐♦s❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✐♥❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ st❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉t✐❢
❞♦♥♥é ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞ès q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✉r♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐✈❡r❣❡r✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡st ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛①é❡ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❛①é❡ s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❖❘✮✱ ❝❛r ❡❧❧❡s
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❛❧❧✐é ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❞é❝♦✉❧❛♥t
❞✉ ❝❛❞r❡ ❉❉❉❆❙✳
✈

❘és✉♠é ét❡♥❞✉
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙❇❊❙✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛
❛♠❡♥é ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ èr❡ ♦ù ❞❡s ❛♠é❧✐♦✲
r❛t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✱
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♦✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ♣❛r♠✐
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t tr♦✐s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s q✉✐
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧s ❞✐✛èr❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
q✉✐ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ♣❛r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳
❙✐ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé✱ ✉♥❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ t❡♥t❡♥t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ♦✉
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s r❡❧✐❛♥t ❝❡s q✉❛♥t✐tés
éq✉✐❧✐❜ré❡s ♦✉ ♣rés❡r✈é❡s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t
♣❧❛st✐q✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ sér✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❛♥t ♠ê♠❡
❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❚②❝❤♦ ❇r❛❤❡ s✉r ❧❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r à ❢♦r♠✉❧❡r s❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr♦✐s ❧♦✐s ❞❡ ❑❡♣❧❡r✳ ❉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s
t❛r❞✱ ◆❡✇t♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡r❛ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❑❡♣❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❥✉st❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ♦♥t ❥♦✉é
✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ❞♦♥♥é s✬❛♣✲
♣r♦❢♦♥❞✐t✱ s❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣ré❝✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♦ù ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♦✉ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥é❧❛st✐q✉❡s✳ ■❧❧✉str❛♥t ❝❡
♣❛♥♦r❛♠❛✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s s✬é❧❛r❣✐t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠❛✲
tér✐❛✉① ❤②♣❡r✲é❧❛st✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ◆❡♦✲❍♦♦❦❡❛♥✱ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✲❑✐r❝❤❤♦✛✱ ❖❣❞❡♥✱
✈✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
▼♦♦♥❡②✲❘✐✈❧✐♥❣✱ ❡t❝✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❡✛❡t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥é❧❛s✲
t✐❝✐té✱ ♦ù ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ♦✉ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♦♥t été
❢♦r♠✉❧és ♣♦✉r s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❯♥ ❛✉tr❡ s❝é♥❛r✐♦
❞♦♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❡st ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ♠♦✉ss❡s✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ❢♦r♠❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦✉ss❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✿ t❛✐❧❧❡✱ ❢♦r♠❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧✲
❧✉❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ✢✉①✳ ❯♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ r❡st❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦✉ss❡ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ♦✉ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ✢✉① ❞❛♥s
❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✸❉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐❝s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s✱ ♦ù ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦✉ss❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♣♣r♦♣r✐és✱ s♦♥t ré❣✐s ♣❛r ❧❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡
à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t r❡♥❢♦r❝é ❧❡s s♦✉♣ç♦♥s q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐é❡
à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s ✐♥❛❞é✲
q✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞ès q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ s②stè♠❡
❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✛♦rts ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ré❞✉✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ✐❞é❛❧ ♦ù ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r❛✐❡♥t ❡♥ ♣❛r❢❛✐t ❛❝❝♦r❞ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛❧✲
❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦t♦t②♣❡s s❡r❛✐t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
r✐❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❝❡ ♠♦♥❞❡ ✐❞②❧❧✐q✉❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❛❞❛♣tés ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ❡st r❡✈❡♥❞✐q✉é❡ ❝❛r✱ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s
s♦♥t ❝❛❧✐❜ré❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❛♥s ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ♠♦❞✐✜❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t
❞ès q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐✛ér❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛❜♦♥✲
❞❛♥t❡s ✭❡t ♣ré❝✐s❡s✮ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ é♠❡r❣❡ ❞❛♥s
❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❡t ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡s
♣✐❧♦tés ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ❉❉❉❆❙✮✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❤❛✉t❡s é♥❡r❣✐❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✶P❜
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❥♦✉r✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ✷✵✶✷✱ ✶✻✷ ✵✵✵ ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❞❡s r❡✲
✈✐✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
✈✉❡s ❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡s ❢❛✐ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❛❜♦♥❞❛♥t❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s s✬é❧❛r❣✐t
é♥♦r♠é♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝❡♥tr❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s❛♥s ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♦✉ ❞✬❡♥r✐❝❤✐r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞✬❡①tr❛✐r❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡✱ ❡st s✉✐✈✐❡ ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣r❡sq✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ s♦❝✐♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♠❛ss✐✈❡s s♦♥t ❛rr✐✈é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ r❡t❛r❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥✬❡st très s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛①é❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛①é❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♠❛ss✐✈❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧✐és ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❝r✉❝✐❛✉① ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦✉
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❛❥✉stés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧❛t❡♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ✉♥ ❜✉t ❡t✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ré❞✉✐t❡s ♣♦rt❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❝♦✉♣❧és✳
❆✐♥s✐✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡①tr❛✐ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❝♦❧❧❡❝té❡s✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t s♦✐t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ s♦✐t ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❉ès q✉❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ✭❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré✈✉❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❞éq✉❛t
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r à ❝❡ st❛❞❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✈❛r✐été ✭♠❛♥✐❢♦❧❞✮
✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ é❧❡✈é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♣ré❝✐s❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❧❛ ✈❛✲
r✐été ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ré❞✉✐ts✱ ♣♦✉r ② ❞é✜♥✐r
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✐❧♦té❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
❝❛s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✭▼❖❘✮ r❡✈êt ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡✣❝❛✲
❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
▼❖❘ ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❧❛ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮✱ ❧❛ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐✲
③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❡t ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❘❇✮ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s
✐①
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼❖❘ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❧✐é ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈♦✐❡s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ s♦❧✐❞❡ ♣♦✉r st✐♠✉❧❡r ❧❡s ♣❡r❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬■♥❞✉str✐❡ ✹✳✵ s✉s❝✐t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥térêt ❝❡s ❞❡r✲
♥✐❡rs t❡♠♣s✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❥♦✉❡♥t
✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♣❧✉tôt ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡tt❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❡t
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ♦✉ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦✉ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡
♥♦♠ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✱ ❡t❝✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧✐♠❡♥t❡r❛ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧✉✐✲♠ê♠❡
❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s à ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡
■♥❞✉str✐❡ ✹✳✵ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ é♠❡r❣❡♥t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés
❡t ❛♠é❧✐♦rés ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ré❛❧✐té✳ ❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✉s✐♥❡
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r très ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦✉ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❤❛q✉❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
• ❘❛t✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛ss✐✈❡s ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛
❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ss✐ ✈❛st❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t
❡①❝ès ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥tr❡✲♣r♦❞✉❝t✐❢ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❞é✈♦✐❧❡r ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✱ ❝❛r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛ss✐✈❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✱ ♦ù ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ✲ q✉❛♥❞ ✲ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s❡r♦♥t✲❡❧❧❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s
s♦♥t tr❛✐té❡s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉t ❞é❜♦✉❝❤❡r s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐
❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
• ❉♦♥♥é❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✐♥tr✐♥sè✲
q✉❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♥♦r♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ✈ér✐té ❡st q✉❡
♣❛r❢♦✐s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ r✐❝❤❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈✐❞❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛✐tr❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s é❧❡✈és✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ré❞✉✐t❡s ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s
❝❛♣t❡✉rs ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à ❞❡s ❡♥❞r♦✐ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐❡s ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳
• ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡st✐♥és à ❝♦♠❜✐✲
①
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
♥❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ✐♥té❣rés ❞❛♥s
❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣✐❧♦tés ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❉❉❉❆❙✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥❝✐t❡ à ❢❛✐r❡ ❝❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ▼❖❘ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s à
❤❛✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s✳
• ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥❡
r❡♠♣❧✐ss❡♥t ♣❛s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s êtr❡
rét✐❝❡♥ts ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥s❝✐❡♥ts ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉✬✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✢✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡✲❝❤❛❧❡✉r t♦✉t
❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞é✜♥✐ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐❢ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞é❣é♥éré❡s ♣❡✉✈❡♥t
❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✉♥ s✉❜st✐t✉t ♥❛t✉r❡❧
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥ ❛❧❧✐é ♣♦✉r ❡♥r✐❝❤✐r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts
❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛❜♦r❞❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣ré✲
s❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ r❡♥✲
❢♦r❝❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t ♣ré❝✐sés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❛❜♦r❞❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣ré✲
s❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❜r❡❢✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥
❡✣❝❛❝❡ ❡t ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼❖❘✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t
✉♥ ❛❧❧✐é ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✉ ❝❛❞r❡
❉❉❉❆❙✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
• P❛rt✐❡ ■ ✿ Pr❡♠✐❡rs ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛①é❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
• P❛rt✐❡ ■■ ✿ ❆✈❛♥❝é❡s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥✐té
✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ♣❧❛♥✴❤♦rs✲♣❧❛♥ P●❉
①✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛①é❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❢♦r♠❛t
❢❡r♠é✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛rr❡s ✶❉ q✉✐ s♦♥t ❝❛❧✐❜ré❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✴❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✴❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rt❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛✲
tér✐❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❡t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st rés♦❧✉✳ ❈❡rt❡s✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ s♦✉✈❡♥t ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♠ét❛✲
♠❛tér✐❛✉①✮✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à é❝r✐r❡✱ ❝❛r
✐❧ ❡①✐st❡ ✭tr♦♣✮ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✐♥t✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① r❡st❡
✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t✴♦✉ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧❧❡✳
▼ê♠❡ s✐✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ♦✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❢❡r♠é❡ ♣♦rt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s
♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱
❡t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮✱ ❧❛ ❦❡r♥❡❧✲P❈❆ ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✖P❈❆✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ k✲P❈❆✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✲P❈❆✱
❡t ❞✬❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s
❞♦♥♥é❡s✱ ❧✐❜r❡s ❞❡ t♦✉t❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ s♦✉✈❡♥t très
❧✐♠✐té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐té❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡s ♦♥t été ❡①tr❛✐t❡s✳
❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és ❞❡♠❡✉r❡ ✉♥❡
q✉❡st✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♦✉ ❞❡s
❢♦r♠❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❛t❡♥ts✳ ❉ès q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♥♦♥ ❝♦rré❧és s♦♥t ❡①tr❛✐ts✱ ❞❡✉① ♦♣t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦♥t été ❡♥✈✐s❛❣é❡s à ❝❡ ❥♦✉r ✿ ✭✐✮
❧♦rsq✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛s✱ ♥♦♥ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥❛❧②sé✱ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧é❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❡té ✭❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❞❡
s❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❀ ❡t ✭✐✐✮
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♥♦♥ ❝♦rré❧és ❥✉st❡ ❡①tr❛✐ts ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞ét❛✐❧❧és ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té✳ ▲❡ s♦❧✐❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛rr❡s ✶❉
♠❛✐s ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡✉①
t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❛♣♣❡❧é
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❛ ❞♦✉③❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✸❉✱ s✐① ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t s✐① ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡✱ ♦ù ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
①✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❢✉s✐♦♥♥❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st❛♥❞❛r❞ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❡
s❡❝t✐♦♥ ♥✬❛❜♦r❞❡ ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ♦✉ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛❞éq✉❛t❡s✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡✱
s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❡r♠é ♣r❡s❝r✐t✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❣♦✉❧❡ts ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♣✐❧♦té❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧✬é♥♦r♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡q✉✐s❡s✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
s♦♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ t❡st ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✴❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ♦ù s❡✉❧s ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♠✐tés s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s
❝❤❛r❣❡s ✉♥✐❛①✐❛❧❡s ♦✉ ❜✐❛①✐❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❝❛s✱ ❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛tté♥✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t❡sts ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ✭♦✉ ❤étér♦❣è♥❡s✮✱ ♦ù ❝♦❡①✐st❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ét❛ts ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✴❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❯♥❡ ❛❧❧✐❛♥❝❡ s✉❜t✐❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ t❡st✱ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t
❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣✉✐ss❛♥ts ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s é♥♦r♠❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s
♠❛♥✐èr❡s ✭♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✈♦✐❧❡r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡s ❤étér♦❣è♥❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡st ❞✬✉♥
✐♥térêt ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❧✐és ❛✉ ❣é♥✐❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡t ❞❡s ♣r♦❝é❞és✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s
❡①♣❧♦r♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♥❡✇t♦♥✐❡♥s ❡♥
♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡✉① ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ✜❜r❡s
❝♦✉rt❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ✢✉✐❞❡s s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ r❡♥❝♦♥tré❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♠✐❝r♦✲é❝❤❡❧❧❡ ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❛
✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s
❞❡ t✐❣❡s ✭✜❜r❡s✱ ♠✐❝r♦✜❜r❡s✱ ♥❛♥♦✜❜r❡s ♦✉ ♥❛♥♦t✉❜❡s✮✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡
❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦ù ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t très
❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡✣❝❛❝❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
✈♦✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✈✐sq✉❡✉①
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡t ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡
❉❛r❝② ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦✉r♥✐r ❡♥ ❡♥tré❡ ❛✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s
①✐✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❝✉rr❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣✐❧♦té❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡s ♦✉ ❝♦ût❡✉s❡s à ♦❜t❡♥✐r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦ù ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s♦♥t ❝réé❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①✐st❛♥t ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈✐t❛❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❛r❡s ✭❡♥ r❛✐✲
s♦♥ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❛ très s♦✉✈❡♥t✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼❖❘ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❧❡s str❛té❣✐❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❉♦❊
✭❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦✉ ❞❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦ût❡✉s❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s
❞✉ s②stè♠❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❛✉① s♦rt✐❡s ❡st é❧❛✲
❜♦ré✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
str❛té❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡s q✉❡❧q✉❡s s❝é♥❛r✐♦s ❛♥❛❧②sés✳ ▲✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❧❛t✐♥ ❡t ❧❡ ❑r✐❣❡❛❣❡ s♦♥t ❞❡✉①
ré♣♦♥s❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs✮ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s
❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s r♦❜✉st❡s
❡t ✜❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❞❡s ✈♦✐❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✐♠✐❧❛✐r❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥t♦✉r♥❛♥t
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡ ♠❡♥t✐♦♥♥és✱ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥
✧❛❜❛q✉❡✧✱ ❝♦♥str✉✐t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡t ✉t✐❧✐sé ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
r♦❜✉st❡✳
▼ê♠❡ s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡r✱ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ▼❖❘ r❡♥❞❡♥t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉✬❡❧❧❡s r❡st❡♥t s♦✉✈❡♥t
tr♦♣ ✐♥tr✉s✐✈❡s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
▼❖❘ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐❢s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡st❡♥t ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦✲
❧♦❣✐❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✉ ❉♦❊✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①
st❛♥❞❛r❞ ✭❛❞❛♣tés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✮ ❡t ❡♥s✉✐t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s à t♦✉t ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t✳ ▼❛❧❣ré ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡
é✈♦q✉é❡s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❡t ❛ ❛tt✐ré ❧❛ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✱ ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs
❡t ♣r❛t✐❝✐❡♥s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❞✐r❡❝t ♣♦✉rr❛✐t✲✐❧ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❡t ✜❛❜❧❡ ❄
①✐✈
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t été ❛❜♦r❞é❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠❛✲
♥✐èr❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✣♥é ♣❛r ③♦♦♠ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é
✴ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ t❡❧ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥
❧✐❣♥❡ ❝❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡
❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛①é
s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡✈r❛✐t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ str✉❝t✉ré ✿ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♥❢èr❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡
❡①✐❣❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✛♦rts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ très ✉t✐❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✈✐t❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s s♦♥t
❞✐✣❝✐❧❡s à ❡①♣❧♦r❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❝❤❛r❣❡
✉♥✐❛①✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❡té ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❜✐❛①✐❛✉①✱ ❡t ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡
q✉❡ ❧❡s ét❛ts tr✐❛①✐❛✉①✳
• ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❤❛✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✿ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ s♦✉✛r❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❣é♥éré✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ttr❛②❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r✱ ♦✉ à t♦✉t ❧❡ ♠♦✐♥s
❛tté♥✉❡r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s à ❤❛✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
• ◗✉❛♥t✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧✐♠✐té❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡st ✐♥❛❜♦r❞❛❜❧❡ ❡①✐❣❡r♦♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s é♣❛rs
❞♦♥♥é✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡
s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭sP●❉✮✳ ■❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣❡r
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮✱ ♦ù ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝♦♥t♦✉r♥❡r ♦✉ ❛tté♥✉❡r ❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ ❝♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ str✉❝t✉ré✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱
❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st r❡q✉✐s❡ à ♣❛rt ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡✣❝❛❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❞é❝r✐t tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✐♥térêt ✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ sP●❉ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●❡st❛♠♣ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ♦ù ❧❛
①✈
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ❣❛✲
r❛♥t✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣❛ss❛❣❡rs✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❊❙■
●r♦✉♣ ✈✐s❡ à ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❡①✐st❛♥ts ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❧✐❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥
♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à s❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♣♦s❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ❞❡ r✉❜❛♥s
✭❆✉t♦♠❛t❡❞ ❚❛♣❡ P❧❛❝❡♠❡♥t ❆❚P✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧s q✉❡
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♦✉ ❧❛ r✉❣♦s✐té s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ré❡❧s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦✜❧♦♠ètr❡✳ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❞♦♥t ❧❡ sP●❉✱ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ét❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s♣❛rs❡s✱ ❞é❥à ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ à ❞✬❛✉tr❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛ été ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❡♥ é✈♦q✉❛♥t
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❛♠ér❛ à ♣✐①❡❧ ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛♠ér❛ à ♣✐①❡❧ ✉♥✐q✉❡ ♦✉ à ❞ét❡❝t✐♦♥
❝♦♠♣r✐♠é❡ ♣rét❡♥❞ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥♥é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à q✉❡❧q✉❡s ♣✐①❡❧s✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é
♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é✈♦❧✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✉♥✐té
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✭▼❖❘✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t très ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦ù ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼❖❘ ♦♥t
♠♦♥tré q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s s♦♥t s✉❢✲
✜s❛♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❊❉P✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s
❋❊▼ st❛♥❞❛r❞✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
▼❖❘ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛❞ ❤♦❝ s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣❧✉s ❛❞é✲
q✉❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♥❛♣s❤♦ts ♣ré✲❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❉❊ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❝♦♠♣❧❡t✱
u(x, t) =
N∑
i=1
αi(t)φi(x), ✭✶✮
♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ αi ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t φi(x) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s s♥❛♣s❤♦ts ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼❖❘ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❧❡s ♣❧✉s é♥❡r❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♥❛♣s❤♦ts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s φi(x)✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❥♦✉❡♥t
✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❣❧♦❜❛❧❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡ ❧♦❝❛❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡
①✈✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
ré❞✉✐t❡✱ ✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡❧q✉❡s s♥❛♣s❤♦ts ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡
♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s s♥❛♣s❤♦ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣♦✉r♠❛♥❞❡✱ à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ✭♦✉ ♣❛r❛♠ètr❡s✮ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st
♠❛①✐♠❛❧❡✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❊q✳ ✶ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ sé♣❛ré❡ ♦✉
❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✖♥♦t❡③ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✱ q✉✐ t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✖✲✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s✬❡st ❛✈éré❡ très ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❛✉① ré♣♦♥s❡s ❤é♣❛t✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ❡♥
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ❧❛ r❤é♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉✱ ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡♣❛ré✳
■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st très ✐♥sé♣❛r❛❜❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❡té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ▼❖❘ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ✈❛r✐❡té ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ✭t❡♠♣s ♦✉ ♣❛r❛♠ètr❡✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦✐♥ ❞✉ ♣♦✐♥t t❛♥❣❡♥t✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♣é❝✐❛❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t
❝❤♦✐s✐❡s✳
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛tté♥✉❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ q✉❡ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r
❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ t❡♥t❡ ❞❡ ❞é✈♦✐❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡r❛ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❧❛ ❦❡r♥❡❧✲P❈❆ ✭❦✲P❈❆✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ❡✣❝❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s s♥❛♣✲
s❤♦ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧❛ ✈❛r✐❡té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧❛t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❜✐❡♥✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥sé♣❛r❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥t♦✉r♥é ♣❛r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦✲
r❡❧✱ ❡♥ ❞é❞✐❛♥t ✉♥ ❉P■ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♦ù ❞✐✛ér❡♥ts P●❉ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ❣râ❝❡ à
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❋❊▼♠❛❝r♦ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♠❛❝r♦✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❋❊▼✱ s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
P●❉✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛✉ss✐ ♣❧✉s sé♣❛r❛❜❧❡✮ ❢❛❝✐❧✐t❡
❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s P●❉✱ ré❞✉✐s❛♥t ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ét❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♣♦✉r tr❛✐✲
t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts à ❧❛ ♠✐❝r♦✲
é❝❤❡❧❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❝❡✉① à ❧❛ ♠❛❝r♦✲é❝❤❡❧❧❡ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à
①✈✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✳ ❯♥ t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠ét❛♠❛tér✐❛✉① ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦✳ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡
❝♦♠♠❡ ❧✬ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉t✐❢ à ❧❛ ♠✐❝r♦✲é❝❤❡❧❧❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ s✬❡st ❛✈éré❡ très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡ FEM2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ s♦✉s✲t❡♥❞ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡①✐❣❡ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♠❛❝r♦
❡t ♠✐❝r♦✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❢♦r♠❡ ♠❛❝r♦ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐té ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r
❞✐✛ér❡♥ts P●❉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s P●❉s
rés♦✉t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ♣❧❛♥✲❤♦rs✲♣❧❛♥ P●❉
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥
♣❧❛q✉❡s ❡t ❝♦q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ✭❝❡❧❧❡ ❧✐é❡ à ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✮ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡♥ ♣❧❛♥✮✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧ ✸❉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷❉ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣❧❛♥✳ ❈✬ét❛✐t ❧❛ ✈♦✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s✱
❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦q✉❡s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ét❡♥❞✉❡s
à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s étr♦✐ts✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ♦✉ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡s str❛t✐✜és✱ ♣❛r♠✐
t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞é❣é♥érés✱
❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♦✉ ❧❡s ❝♦q✉❡s✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣✲
t❛❜❧❡ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té à ❧❛ ✷❉✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
✸❉ s❡♠❜❧❡♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥❞♦♠✲
♠❛❣❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❡s str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♦ù ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r✐❝❤❡ à
tr❛✈❡rs ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝❤❛♠♣s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♥÷✉❞s ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ♣✐è❝❡✳ ❆✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ✜♥s r❡st❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♣r♦❣rès ✐♠♣r❡s✲
s✐♦♥♥❛♥ts ré❛❧✐sés ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡ é❝❤♦✉❡♥t ❛✉ ✈✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡①❝❡ss✐❢ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s très ✜♥❡s s♦♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ✭♠❛❧❣ré s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡✮ ❡t s♦✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ❞✉ ♣❧❛♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r s♦✐t ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s tr♦♣ ❞é❢♦r♠é❡s✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣r♦❝é❞és ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✮ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✜♥❡s ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥✳
❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛ss♦❝✐és✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✐❧ ②
①✈✐✐✐
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ sé♣❛r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥✴❤♦rs✲♣❧❛♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❧❡s ✢✉① ✸❉ s❡ ♣r♦❞✉✐✲
s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❘❚▼ ✭♠♦✉❧❛❣❡ ♣❛r tr❛♥s❢❡rt ❞❡ rés✐♥❡✮✱ ♣✉✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✸❉
❝♦♠♣❧èt❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✷❉
✭❝❡✉① ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✮ ❡t ✶❉ ✭❝❡✉① ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥ s♦❧✈❡✉r ✸❉ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♠♣s ✸❉ ✐♥❝♦♥♥✉s s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡st q✉❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✸❉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ✷❉ st❛♥❞❛r❞✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✴❤♦rs✲♣❧❛♥✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✈✐s❡ à sé♣❛r❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t
❧❡ t❡♠♣s q✉✬❡①✐❣❡ ✉♥ ❛✉t♦❝❧❛✈❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦❝❧❛✈❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r✱ ❛♣rès ❧❡ ❢♦r♠❛❣❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦r♦s✐té✳ ▲❡ ❝♦ût é❧❡✈é ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞és ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡
t❡♠♣s ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s
❛✉t♦❝❧❛✈❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❧❡ ❝❤❛✉✛❛❣❡ ♣❛r ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞✉ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦❡①✐st❡r ✿
❧❡s ♣❡rt❡s ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❧✐é❡ ❛✉① r❡♥❢♦rts é❧❡❝✲
tr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ét❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥ ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❞✐s❝✉té ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷❉✱ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❧❛♥❛✐r❡s ✷✱✺❉ ❡t
❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❛r❜✐tr❛✐r❡s ✸❉✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✷✳✺❉ ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛ été é❧✐♠✐♥é❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
✷✳✺❉ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ✐♠♣r✐✲
♠és✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés
❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s
❝❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s str❛t✐✜és✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛✲
t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❝♦♠♣♦s✐t❡s✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧❡s str❛t✐✜és ♦♥t été ❛❜♦r❞és ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❚r♦✐s ✈♦✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦♥t été ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✿ ✭✐✮ ❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✉ str❛t✐✜é ❀ ✭✐✐✮ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦q✉❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡s ❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✱ ♦ù
❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦q✉❡ ❛ été ❞ér✐✈é❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✱ ♣✉✐s ❝♦✉♣❧é❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✉r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦q✉❡✱ ❡t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ t♦✉t❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣♦sé❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝✐r❝♦♥s✲
①✐①
❘és✉♠é ét❡♥❞✉
t❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s❡ ré✈é❧❡r ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡s✮ ✭✐✐✐✮ é❧é♠❡♥ts s♣é❝✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡s str❛t✐✜és ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ❡①❝❡ss✐✈❡✳ ❈✬❡st ❧❛
r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s s❡♠❜❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✴✐♠♣❧✐❝✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✸❉ ❡t ♦ù ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❣r♦ss✐èr❡s ❡♥ ♣❧❛♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛st❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ❝♦✉✲
✈r❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡s✲
s✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① s❝❤é♠❛s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❝❛r ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s
♥♦❞❛❧❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r s✐♠♣❧❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡
❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés
❞❛♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❡❧❧❡s s✬❛❞r❡ss❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉①
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✭♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♠❛tér✐❡❧❧❡s✮ ❯♥ s❝❤é♠❛
❤②❜r✐❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✴✐♠♣❧✐❝✐t❡✱
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡t ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞é✜♥✐s
❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✸❉ ❡t
♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s
♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s t❤❡r♠♦♣❧❛st✐q✉❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① str✉❝t✉r❛✉① ♣r✐✈✐❧é❣✐és ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ❞♦♠♠❛❣❡s✱ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ s♦✉✲
❞❛❣❡✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣ré❝✉rs❡✉rs ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡s ♣✐è❝❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s t❤❡r♠♦✲
♣❧❛st✐q✉❡s ❡st ✉♥ ♣ré✐♠♣ré❣♥é ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ✭❯❉✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✜❜r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
❛❧✐❣♥é❡s ♣ré✐♠♣ré❣♥é❡s ❞❡ rés✐♥❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐q✉❡✳ ❆ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞✉✱ ❧❡ ♣ré✐♠♣ré❣♥é ❯❉
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✜❜r❡ ✐♥❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈✐sq✉❡✉s❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐s♦tr♦♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✳
❈❡s str❛t✐✜és ❯❉ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣✐❧és ❞❛♥s ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉❤❛✐té❡s ♣♦✉r
❝ré❡r ✉♥ str❛t✐✜é ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛✲
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉
ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦rs ♣❧❛♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣r✐♠❡r ❧❡s ✢✉① ❞❡ str❛t✐✜és à ✜❜r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
❡st ♣rés❡♥té❡✳ P❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞✉ ♣❧✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ ✢✉✐❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ q✉✐ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ✜❜r❡ ❡t ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ str❛t✐✜é ❡st ❝♦♠♣r✐♠é✱ ❧❛ ❝✐♥é✲
♠❛t✐q✉❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉
str❛t✐✜é✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à tr❛✈❡rs ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳
❉❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦rs ♣❧❛♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝❛❞r❡ P●❉ ✲ P♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✲ ❛
été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ✭✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✮ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ♣♦✉r
❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ▲❇❇✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tr❛❝t✐♦♥s ❞❡s ✜❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ❞✬✐♥térêt ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐①t❡ q✉✐ ✉t✐✲
❧✐s❡ ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ t♦✉t ❡♥ tr❛✐t❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ▲❇❇ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ sé♣❛ré✱ q✉❡st✐♦♥s ❥❛♠❛✐s ❛❜♦r❞é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
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t✐❝✐t② ❛♥❞ ■♥❡❧❛st✐❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✶✳✷ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✶✳✸ ❆❞❞r❡ss✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✷ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✷✳✶ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✷✳✸ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞
✢♦✇s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✷✳✸✳✶ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✷✳✸✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✿ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ✉♣✲
s❝❛❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✸✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
①①✐✐✐
❈♦♥t❡♥ts
✸ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✻✼
✸✳✶ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿
❚❤❡ ❙♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✶✳✶ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✶✳✷ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✸✳✷ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✷✳✶ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❛s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✽✹
✸✳✷✳✷ ❍②❜r✐❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s t♦ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✷✳✸ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛♥ ❆❚P ♣r♦❝❡ss
t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✳ ✳ ✶✶✷
✸✳✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✸✳✸✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✶✶✹
✸✳✸✳✸ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✸✳✸✳✹ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t Pr♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✸✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
■■ ❆❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✸✶
✹ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞✶✸✺
✹✳✶ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✶✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✶✳✷ ♠✲P●❉ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✹✳✶✳✸ ♠✲P●❉ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t P❉❊s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✹✳✷ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛r✲
t✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✹✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✹✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✹✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s ✶✻✼
✺✳✶ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
✺✳✶✳✶ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
✺✳✶✳✷ ■♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✺✳✶✳✸ P●❉✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷
✺✳✶✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
✺✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✺✳✷ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s ✶✽✸
①①✐✈
❈♦♥t❡♥ts
✺✳✷✳✶ ❊❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s✿ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
✺✳✷✳✷ ❚✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺
✺✳✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵
✺✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉
▼✐①❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
✺✳✸✳✶ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
✺✳✸✳✷ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺
✺✳✸✳✸ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❢✉❧❧② ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼
✺✳✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽
✺✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✷✶
❆ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s ✷✷✺
❆✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺
❆✳✷ ❈❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻
❆✳✷✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ r♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻
❆✳✷✳✷ ❋r♦♠ r✐❣✐❞ ❡❧❧✐♣s❡s t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲❞✉♠❜❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
❆✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❢r♦♠ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲
❞✉♠❜❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽
❆✳✷✳✹ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾
❆✳✷✳✺ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✵
❆✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶
❆✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷
❆✳✹✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷
❆✳✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸
❆✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹
❆✳✺✳✶ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✲✢♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹
❆✳✺✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾
❆✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✵
❇ ❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✷✹✸
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✹✼
①①✈

❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆❜str❛❝t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❙❇❊❙✮ ❤❛s ❜r♦✉❣❤t ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛❧❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
✐♥ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡s❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❛ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❛❡r♦♥❛✉t✐❝ ♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ♠♦❜✐❧❡ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s ♦r ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❙❇❊❙ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s✳
❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛♥ ✉♥❝❡❛s✐♥❣❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ❇✐❣✲❉❛t❛✱ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣ ♦r ❉❛t❛✲❆♥❛❧②t✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦✲
t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛✲st♦r❛❣✐♥❣ s②st❡♠s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ♦✈❡r ✺✵✵ ●❇ ♦❢ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✐❣❤t✳ ❚❤✐s
♣❛♥♦r❛♠❛ ❜r✐♥❣s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❙②st❡♠s ✭❉❉❉❆❙✮✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❡r❣❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤
❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❞❛t❛ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s②♠❜✐♦s✐s t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞
✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠✐❧❡st♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡s❡ ❞❛②s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ st❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡
♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❧② ❛s s♦♦♥ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦
❞✐✈❡r❣❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❤♦s❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♥❞ ❞❛t❛
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭▼❖❘✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❧❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ❉❉❉❆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷✳✶ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷✳✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✷✳✸ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞ ✶✵
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥st✐✲
t✉t❡ ❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❙❇❊❙✮✳ ■t ❤❛s ❜r♦✉❣❤t
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✇ ❡r❛ ✇❤❡r❡ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧✱ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ P❧❡♥t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤✐st♦r② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣
t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ ♠♦r❡ ✐s ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦❞❡❧❡❞✱ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t✱ ❝♦✐♥❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❧❛✇s✱ tr✐❡s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ♦r ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✐t ✐s t❤❡
❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t✱ ❞✉❜❜❡❞ ❛s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡s❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦r ♣r❡s❡r✈❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇
✐♥ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦r t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❡✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❚②❝❤♦ ❇r❛❤❡✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣❧❛♥❡t✬s ♠♦✈❡♠❡♥ts
❧❡❛❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❤✐s t❤r❡❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦❞❛② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
t❤r❡❡ ❑❡♣❧❡r✬s ❧❛✇s✳ ❨❡❛rs ❛❢t❡r✱ ◆❡✇t♦♥ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❑❡♣❧❡r✬s ❧❛✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣r❛✈✐t② ❧❛✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❢❛✐r t♦ r❡❝❦♦♥ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
♣❧❛②❡❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ❞❡❡♣❡r✱ ✐ts ♠♦❞❡❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❡✈♦❧✈❡s t♦ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ■❧✉str❛t✐♥❣
t❤✐s ♣❛♥♦r❛♠❛✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✐s ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r②✱
t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❡♥❧❛r❣❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤②♣❡r✲❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐✳❡✳
◆❡♦✲❍♦♦❦❡❛♥✱ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✲❑✐r❝❤❤♦✛✱ ❖❣❞❡♥✱ ▼♦♦♥❡②✲❘✐✈❧✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❤❡r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆♥♦t❤❡r
s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦❛♠s ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢
❢♦❛♠s r❡q✉✐r❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡✿ ❝❡❧❧ s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇✳ ❆ ❢✉❧❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉s❡❢✉❧ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥
♦r ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✢♦✇s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❛❝r♦ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❛♠ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❢r♦♠ s✉✐t❛❜❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❣♦✈❡rs t❤❡
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ❝❡rt❛✐♥❧②✱
✐t r❡✐♥❢♦r❝❡❞ t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛✲
✷
✶✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
t✐♦♥s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦r t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s s♦♦♥
❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣❧❡♥t② ♦❢ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✲
✐❝❛t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡✈❡r② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❡rr♦r ❜✉t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡s✐❣♥ ❧✐♠✐ts✳ ◆♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦t♦t②♣❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
❝❤❡❛♣❡r ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜② ❢❛r r✐❝❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐❞②❧❧✐❝ ✇♦r❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st
t❤❡s❡ ❞❛②s✱ t❤✉s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❢❛❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳
❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✳
❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② st❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛s
s♦♦♥ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t❡♥❞s t♦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s
r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❞❛t❛ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ✭❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡✮ t❤❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞
❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉②♥❛♠✐❝
❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❉❉❉❆❙✮ ❬❉❛r❡♠❛ ✷✵✵✺❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✶P❜ ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r ❞❛②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✷✵✶✷✱ ✶✻✷✵✵✵ ♣❛♣❡rs
✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❥♦✉r♥❛❧s✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ♣♦✐♥t ❝❧❡❛r❧② ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❛t❛ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❡♥♦r♠♦✉s❧② ❡♥❧❛r❣✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡r❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❞❛t❛ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈✐❛ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❧❡♥t② ♦❢
r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡rs✳
❚❤✐s ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦r ❡♥r✐❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛
♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ❡①tr❛❝t ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✇❛②✱ ✐s ❜❡✐♥❣
❢♦❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧♠♦st
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ s♦❝✐♦❧♦❣②✱ ❡t❝✳✱ ❜✐❣ ❞❛t❛ ❤❛s ❛r✲
r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❧❛② t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ ♥♦ s♦ ❜✐❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡
s♣❡❛❦ ♦❢ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜✐❣✲❞❛t❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❡①✲
♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱ ❑❛✐s❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✳ ❲✐❧❧❝♦① ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲
tr❛r②✱ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
❞❛t❛✱ ❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✲
✐t❧②✱ ♥♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❬P❡❤❡rst♦r❢❡r ✫ ❲✐❧❧❝♦① ✷✵✶✻✱
P❡❤❡rst♦r❢❡r ✫ ❲✐❧❧❝♦① ✷✵✶✺❪✳ ❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❖rt✐③ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇♦r❦s
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t✉♠ t❤❛t ❜❡st s❛t✲
✐s✜❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❬❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ✫ ❖rt✐③ ✷✵✶✻❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐✲
❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛✇s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪✳ ❖t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❬▼❛♥❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ tr❛❞✐♥❣
❬▼❛♥♥ ✫ ❑✉t③ ✷✵✶✻❪✱ t♦ ♥❛♠❡ ❜✉t ❛ ❢❡✇✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦♦❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❜❡❝♦♠❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡t❝✳ ❛r❡
❛❞❥✉st❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✲
✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡② ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱ ❣♦❛❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♠♦st ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬▲❡❡ ✫ ❱❡r❧❡②s❡♥ ✷✵✵✼❪ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s
✸
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧✐✈✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✱
❝♦♠✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❜❪✳ ❖♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ■t ✐s ❛t
t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐❝❦② ✐ss✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛
s❧♦✇ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s❛❢❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ♦♥❡ ♠✉st ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❋❛r❤❛t ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ❝❧❛✐♠
t❤✐s ♥❡❝❡ss✐t② ❬❆♠s❛❧❧❡♠ ✫ ❋❛r❤❛t ✷✵✵✽❪✳ ■♥❬▼✐❧❧á♥ ✫ ❆rr♦②♦ ✷✵✶✸✱ ●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱
▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❛✱ ▼❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞ ✭✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵✱ ▲❡❡ ✫ ❱❡r❧❡②s❡♥ ✷✵✵✼✱
▼❛❛t❡♥ ✫ ❍✐♥t♦♥ ✷✵✵✽❪✮ t♦ ❡①tr❛❝t ❧❛t❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥
✐t✱ ♦r s✐♠♣❧② t♦ ❞❡✜♥❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡s❡ ❧❛st ❝❛s❡s✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭▼❖❘✮ ✐s ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r s♦❧✉✲
t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①✐st✐♥❣ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭P❖❉✮✱ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❘❇✮ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❧❧② t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥❡✇ r♦✉t❡s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛✱ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡
❛ s♦❧✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞r✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ts✳
Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✧P❖❉ ❜❛s✐s
✈❡❝t♦rs✑✳ ❚❤❡s❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✭t②♣✐❝❛❧❧②✱ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡ ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞✲
♦r❞❡r s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ P❖❉ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t P❖❉ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ P❖❉ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐♥✜❧❧ ♠✐ss✐♥❣
♦r ✧❣❛♣♣②✑ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ P❖❉
❤❛s s❡❡♥ ❜r♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜❡❧❞s✳ ❙♦♠❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ P❖❉ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❱♦❧❦✇❡✐♥ ✷✵✵✶✱ P✳ ❇❡♥♥❡r ✷✵✶✻❪✳
❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛
❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❆s ❢♦r t❤❡ P❖❉✱ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦✤✐♥❡ ✇♦r❦✱ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
♦♥❧✐♥❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡
❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❞❛♣t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❯s❡❢✉❧ r❡✈✐❡✇ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛r❡
❬P❛t❡r❛ ✫ ❘♦③③❛ ✷✵✵✼✱ ❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱
❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ♠❡t❤♦❞s
❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ❈✉❡t♦ ✷✵✶✹❪✳ ❙✉❝❤ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛t✲
❤❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
✹
✶✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♥❞ ♣♦st✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♠❡t❤♦❞s✳
■♥ t❤❡ 80s✱ P✐❡rr❡ ▲❛❞❡✈❡③❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✾✱ ▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✾✾❪✳ ▲❛t❡r✱ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s s✉✛❡r✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✲
✐t② ❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❬◆♦✉② ✵✶✵❪✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❡✳❣✳ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧s ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♠♦❞❡❧ ❡①tr❛✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❞❡♠❡❝✉♠✱ t♦
❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
❝♦♥tr♦❧ ✭s❡❡ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❜❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇✮✳ ❙♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ P●❉ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳
■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ■♥❞✉str② ✹✳✵ ✐s ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❝❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ s♠❛rt
♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ♣❧❛②s ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛ r❛t❤❡r ❛♣♣❡❛❧✐♥❣
♦♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦r
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦♥❡s ❧✐❦❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs✱ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇✐❧❧
❢❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤✐s
■♥❞✉str② ✹✳✵ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐❞❡❛✱ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♠✉st ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ r❡❛❧✐t②✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♠❛rt ❢❛❝t♦r② ♠❛② s❡❡♠ ✈❡r②
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ✈❡r② ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s✿
• ❉❛t❛ ❘❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❇✐❣✲❉❛t❛ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♣r♦♠♦t❡s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛ ❞❛t❛ s❡t ❛s ❜✐❣ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❛t❛ ❡①❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✉♥✈❡✐❧
❤✐❞❞❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ❛❧✇❛②s ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❇✐❣✲❉❛t❛
s❤♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ t♦ ❙♠❛rt✲❉❛t❛✱ ✇❤❡r❡ q✉❡st✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✇❤②✲✇❤❡♥✲✇❤❡r❡ ✐s ❞❛t❛ ❣♦✐♥❣
t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ q✉❡st✐♦♥s ♠❛② ❞❡r✐✈❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
• ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❇✐❣✲❉❛t❛ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ tr✉t❤ ✐s t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝❝❡s✐❜❧❡ ❞❛t❛ ✐s
♥♦t ❛s r✐❝❤ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❞❛t❛ ❧✐♠✐t ♠❛② ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜②
s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❧♦✇ ♦r s♣❛rs❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥♦t❤❡r ❧♦✇✲❞❛t❛ ❝❛s❡ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
s❡♥s♦rs s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ♦♥❧② ❛t ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s♦rs
❧♦❝❛t✐♦♥s✳
• ❋❛st ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✳ ◆❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❉❉❉❆❙✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇♦r❞ ❉②♥❛♠✐❝ ✐♥❝✐t❡s s✉❝❤ ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦
✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ♦r ❛t ❧❡❛st✱ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ▼❖❘ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❛r✐s✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
• ❈♦♥s✐st❡♥t ❉❛t❛ ▼❡r❣✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐t✉✲
❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r s❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡t✐❝❡♥t ♦r ❛t ❧❡❛st ❛✇❛r❡ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❤❡❛t ✢✉① ♣r♦✜❧❡ ❥✉st ❧✐❦❡ ❛ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✲❢♦r❝❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✲
❣❡♥❡r❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ♥❛t✉r❛❧ s✉❜✲
st✐t✉t❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛♥ ❛❧❧② t♦ ❡♥r✐❝❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss ❝❡rt❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❧✐st✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳
✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❝❡❛s✐♥❣❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡
❉❛t❛✲❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❝✐❡♥❝❡ ❇❛s❡❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ▼♦st ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ✭❛rt✐✜❝✐❛❧✮ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
t❤❛t✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛✱ ✈✐❛ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞
❞❛t❛ ❛♥❛❧②t✐❝s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣❛rts✱ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❇r✐❡✢②✱ ♣❛rt ■ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞
❝♦❤❡r❡♥t ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✜❡❧❞s✳ P❛rt ■■ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❧❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❉❉❆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
• P❛rt ■✿ ❋✐rst st❡♣s t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ s✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s
✕ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
✕ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
• P❛rt ■■✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
✕ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
✕ ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
✶✳✷✳✶ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐s tr❡❛t❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠❛t✱ ❜✉t
❛s ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦r ❞❛t❛ s❡t✳ ❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ♠❡r❣❡ t❤✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ✇✐t❤
❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ✫ ❖rt✐③ ✷✵✶✻✱ ❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ✫ ❖rt✐③ ✷✵✶✼❪ ❢♦r
❡❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✶❉ ❜❛rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ str❡ss✴str❛✐♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡s❡ str❡ss✴str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❝❛rr② ❛❧❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✻
✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s s♦❧✈❡❞✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐r❡❝t❧②
❡♠♣❧♦② ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦②
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧❛✇s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ♦❢t❡♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭♠❡t❛✲
♠❛t❡r✐❛❧s✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❤❛r❞ t♦ ✇r✐t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✭t♦♦✮
♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t✐♠❛t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ r❡♠❛✐♥s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞✴♦r
❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉✲
t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❝❛rr② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮✱ ❦❡r♥❡❧✲
P❈❆ ✭t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✖P❈❆✮✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s k✲
P❈❆✱ ❧♦❝❛❧✲P❈❆✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♠♦✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❛t❛
❬▲❡❡ ✫ ❱❡r❧❡②s❡♥ ✷✵✵✼✱ P♦❧✐t♦ ✫ P❡r♦♥❛ ✷✵✵✶✱ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ ❲❛♥❣ ✷✵✶✷❪✳ ❙✉❝❤
❞❛t❛✱ ❢r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦❢t❡♥ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ■♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥s ❛ tr✐❝❦② ✐ss✉❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♦r s❤❛♣❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❛t❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ t❤❡
❞❛t❡✿ ✭✐✮ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝❛s❡✱ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧②
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✮ ❢r♦♠ ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❛❪ s♦ t❤❛t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❥✉st ❡①tr❛❝t❡❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
s♦ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ tr❡❛ts t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✶❉ ❜❛rs ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s♦❧✐❞ ✇❤❡r❡
str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥s✱ ❜♦t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦r ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡t ❤❛s t✇❡❧✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥
✸❉✱ s✐① t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐① t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡s ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t✬s s②♠♠❡tr②✱
✇❤❡r❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ❛❧❧ t❤❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❞❡q✉❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝❧♦s❡❞
♠♦❞❡❧✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ♦❢ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐✲
t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str❡ss✴str❛✐♥ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ str❡ss st❛t❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♦r ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳
❙✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t② ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✭♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✮ t❡sts✱ ✇❤❡r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss✴str❛✐♥ st❛t❡s ❝♦❡①✐st
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❜✐❣ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆ s✉❜t❧❡ ❛❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❡st✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r
❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ✇❛②s ✭♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛❜♦r❞s ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱
✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❞✐❛
✐s ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s❡ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
s❝❛❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ♦♥❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❤♦rt✲✜❜r❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
✢♦✇s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢
r♦❞s ✭✜❜r❡s✱ ♠✐❝r♦✲✜❜r❡s✱ ♥❛♥♦✲✜❜r❡s ♦r ♥❛♥♦t✉❜❡s✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛♥
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡✐♥ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
✈✐s❝♦s✐t② ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦st ✈❛❧✉❛❜❧❡ r♦✉t❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥
✢✉✐❞ ❛♥❞ ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✭❜② ✉♣s❝❛❧✐♥❣
❬❇♦❤♠ ✷✵✵✾✱ ❚✳ ❩♦❤❞✐ ✷✵✵✺❪✮ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❉❛r❝② ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ t♦
❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳
✶✳✷✳✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❆s ✐t ✇❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛ ❧❛t❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s
t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛s s♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✐s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦r ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❞❡✈❡❧♦♣♣✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡r❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ✐s ♦❢ ✈✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✐s
t❤❛t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ♦❢t❡♥ s♣❛rs❡ ✭❞✉❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s②st❡♠ ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛s✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢❡❛t✉r❡s✳
▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉♦❊ ✭❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱
t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✱ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♦r r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❧✐♥❦✐♥❣ ✐♥♣✉ts t♦ ♦✉t♣✉ts ✐s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❜❡st s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡
♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ▲❛t✐♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❛♥❞ ❑r✐❣✐♥❣ ❛r❡ t✇♦
✉s✉❛❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s
❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ s✉❝❤ ❡rr♦r ❧♦❝❛❧❧② ♦r ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ ♣r♦♣♦s❛❧s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❢❛✐❧ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳
❆s ❥✉st ✐♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r♦✉t❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠✐❧❛r ❣♦❛❧s ✇❤✐❧❡
❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ t♦ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ✏♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦r ❣r❛♣❤✐❝❛❧
❤❛♥❞❜♦♦❦✑✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❢♦r r♦❜✉st ❞❡s✐❣♥ ♣✉r♣♦s❡s✳
❊✈❡♥ ✐❢✱ ❛s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ▼❖❘ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡✐r ♠❛✐♥
❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡② ♦❢t❡♥ r❡♠❛✐♥ t♦♦ ✐♥tr✉s✐✈❡✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❛❧s r❡♠❛✐♥ ❧❡ss ❞✐r❡❝t t❤❛♥ ✉s✉❛❧ ❉♦❊ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ❧❛st
s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡rs ✭❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✮ ❛♥❞ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✲
✽
✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
✐♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❥✉st r❡❢❡rr❡❞✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ❢❛✈♦r ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡rs✱ ❞❡s✐❣♥❡rs ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝✐❛♥s✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❝♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞ t♦ ❛
r♦❜✉st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥❄
❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱
r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✭❡✳❣✳ ❬❇r❡✐t❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮
♣r♦♣♦s❡s ❛ s♦rt ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ③♦♦♠✐♥❣✲✐♥ ✇❤❡♥ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✴ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝✉r❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✜♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❖t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥s✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦r P❖❉✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡s ✭✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛♣♣②✲P❖❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❬❊✈❡rs♦♥ ✫ ❙✐r♦✈✐❝❤ ✶✾✾✺❪✮✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♣❡r❢♦r♠s t❤✐s ❥♦❜ ♦✤✐♥❡✿ ✐t ❡①tr❛❝ts ❛ ❜❛s✐s
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ✐t ❡✈❡r②✲
✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✏❛ ♣r✐♦r✐✑✖♦r ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✏❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✑✖❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s♦rt ♦❢ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② t❤❛t s❛♠♣❧❡s
t❤❡ s♣❛❝❡ ❛t ✭❛❧♠♦st✮ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t✱ ✈❡r② ♦❢t❡♥✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❞❡❡♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
✐t ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❢❛❝t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✛❡rs ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳
❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❛✱
❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❜❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣
t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s ❞❡✜♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛♥❞
❛❞❛♣t✐✈❡❧② r❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✐♠✐❧❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ❛❧❧ t❤❡♠ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦❢ s♣❛rs❡✲
❣r✐❞s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❬❇✉♥❣❛rt③ ✫ ●r✐❡❜❡❧ ✷✵✵✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✜t t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
♥❛t✉r❛❧ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❬▲❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇s ❡✈❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢❛✐❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦
t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❆ r❡❝❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✭❚❉❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❤♦♠♦❧♦❣② ❬❊♣st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❆ s♣❛rs❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧s♦ ❡①✐sts
❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳
❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤✐♥ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
s❤♦✉❧❞ ♠❡❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿
• ◆♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✿ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡rs❛t✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱
r❡❝②❝❧✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛
❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛✲s❡ts ✐s ♦❢ ✈✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❝❡r✲
t❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✾
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡①♣❧♦r✐♥❣ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ❜✐❛①✐❛❧
st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❡❛s✐❡r t❤❛♥ tr✐❛①✐❛❧ st❛t❡s✳
• ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r♦❜✉st♥❡ss✿ ♠♦st ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❜❛s❡❞
♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ s✉✛❡r ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❛❧❧❡✈✐❛t❡✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳
• ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✿ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✛❡r ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❙❙▲ ♥❡❡❞s 2D s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❥✉st t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✭D > 10
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ♣❧❡♥t② ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✳
• ▲♦✇ ❞❛t❛ ❧✐♠✐t ✿ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ s❡t ✐s ✉♥❛✛♦r❞❛❜❧❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♣❛rs❡ ❞❛t❛ s❡t✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❡①♣❧❛✐♥s ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✲
✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭sP●❉✮✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮
r❛t✐♦♥❛❧❡✱ ✇❤❡r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✱ ♦r ❛❧❧❡✈✐❛t❡✱ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛
s❡t✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤✉s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣♦rtr❛✐ts t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ sP●❉
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ●❡st❛♠♣ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝❛r ✐♥❞✉str②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊❙■ ●r♦✉♣ ❛✐♠s t♦ ❝♦rr❡❝t ❡①✐st✐♥❣ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐✳❡✳ str❛✐♥✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s②♥t❤❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❆✉t♦♠❛t❡❞ P❧❛❝❡ ❚❛♣❡♠❡♥t ✭❆❚P✮ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦r r♦✉❣❤♥❡ss ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✉s✐❣♥ ❛ ♣r♦✜❧♦♠❡t❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ sP●❉ ❛♠♦♥❣st
t❤❡♠✱ ❛r❡ ✉s❡ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t✱ t♦ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
♦t❤❡r ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❜② ❡✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✐s
s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♠❡r❛ ♦r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❝❧❛✐♠s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡
❥✉st ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❢❡✇ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t✐♠❡
❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✶✳✷✳✸ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭▼❖❘✮ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛
❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ✇❛②✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✶✵
✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❝❛r❡❢✉❧❧②✲❝❤♦s❡♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❉❊s✱ ❛❧❧❡✲
✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❋❊▼ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥str✉❝t ❛❞ ❤♦❝ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮
❬❑❛r❤✉♥❡♥ ✶✾✹✻✱ ▲♦è✈❡ ✶✾✻✸✱ P❛r❦ ✫ ❈❤♦ ✶✾✾✻✱ ▼❡②❡r ✫ ▼❛tt❤✐❡s ✷✵✵✸❪ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t ❜❛s✐s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲♦r❞❡r P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✱
u(x, t) =
N∑
i=1
αi(t)φi(x), ✭✶✳✶✮
✇❤❡r❡✱ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ αi ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts t❤❛t ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ φi(x) ❛r❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠❛♥② ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡♠♣❧♦② t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡s❡ φi(x)✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛② ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧❜❡✐t
t❤❡② ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦❝❛❧✳ ❖t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❬P❛t❡r❛ ✫ ❘♦③③❛ ✷✵✵✼❪ ❬◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❬❘♦③③❛ ✷✵✶✹❪✱ ❡♠♣❧♦② s♦♠❡ s♥❛♣✲
s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲♦r❞❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡
s♥❛♣s❤♦ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ❢❛s❤✐♦♥✱ ❛t t✐♠❡ ✭♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐♥st❛♥ts ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✶✳✶ ❝♦♥st✐t✉t❡s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ♦r ❛✣♥❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✖♥♦t❡ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✖✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t♦
♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❧✐✈❡r r❡s♣♦♥s❡s ❬▼❡♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❤❡♦❧♦❣② ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪ ♦r✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✲
❛❧❧②✱ t♦ ❛♥② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ❢♦r♠ ❬Pr✉❧✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✵✶✵❪✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐✈❡s ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❛t ▼❖❘
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦ ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
✭t✐♠❡ ♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ♣♦✐♥t ❬❆♠s❛❧❧❡♠ ✫ ❋❛r❤❛t ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✱ ✉♥❧❡ss s♣❡❝✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❛s ✐♥
❬◆✐r♦♦♠❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❆ ✇❛② t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② t❤❛♥ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▲♦❝❛❧❧②✲▲✐♥❡❛r✲❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮
❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪ tr✐❡s t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❆♥♦t❤❡r
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦❡r♥❡❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
❆♥❛❧②s✐s ✭❦✲P❈❆✮ ❬❙❝❤♦❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣✲
❝✐❡♥t ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱
✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ✢❛t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥✱ st❛♥✲
❞❛r❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦r❦ ✇❡❧❧✳ ❆✳ ❇❛❞í❛s ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❞í❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s♦✉r❝❡ ✐♥ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥✱ ❞❡❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t❛s❦ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t✐♠❡✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼ ♠❛❝r♦ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ♣r♦♣❡rt②
❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✻✱ ❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❝r♦ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②
✶✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋❊▼ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t P●❉s✱ ✇❤✐t♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝✐❢② ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❧✐♥❡❛r ✭❛❧s♦ ♠♦r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✮ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡
t❛s❦ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ P●❉s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❞r❛st✐❝❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t♦ tr❡❛t ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡s ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❢r♦♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ▼❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r❡s❡♥t ❛
♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♦♥❡s ❛♥❞ ✈✐❝❡✈✲
❡rs❛✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♣♣❡❛rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦ ❧❡✈❡❧✳ ❙❡✈✲
❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤✐st♦r② ❧✐❦❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥
❬▼✐❝❤❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❋❡②❡❧ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢
♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ FEM2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ ❡✛❡❝ts✳ ❆♥♦t❤❡r
✇❛② t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❍✉❣❤❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛② ❞❡✈❡❧♦♣♣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡s✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✐♠❡
♠❛r❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡q✉✐r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ✜♥❡st
t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❆ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡
t✐♠❡ st❡♣✳
❉✳ ◆❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❉❛✈✐❞ ✫ ▲❛❞❡✈❡③❡ ✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
▲❆❚■◆✲P●❉ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ s♦❧✐❞
♠❡❝❤❛♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠❛❝r♦ ❜❛s✐s ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ s❝❛❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s r❡st♦r❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❛♣♣r♦♣✐❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❛s✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✳ ❋✳ ❋r✐t③❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬❋r✐t③❡♥ ✫ ▲❡✉s❝❤♥❡r ✷✵✶✸❪ ❛❧s♦ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t❤❡
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜✐♥t❡r✲
✈❛❧s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❡①tr❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❡r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❜♦t❤ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛❝r♦
✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✱ ♣❧✉s ❛♥ ♦✛s❡t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛❝r♦ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❙❡✈❡r❛❧
✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❨✳ ▼❛✲
❞❛② ❡t ❛❧✳ ❬▼❛❞❛② ✫ ❚✉r✐♥✐❝✐ ✷✵✵✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ P❛r❛rr❡❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣ts t♦
s♦❧✈❡ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡✐t❤❡r ❧♦♥❣ t✐♠❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② s♣❛t✐❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆✳ ❆♠♠❛r ❡t
❛❧✳ ✐♥ ❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡s s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ P●❉ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛✱ ◆✐r♦♦♠❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❬▼❡♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱
❬Pr✉❧✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐s❝r❡t❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳
■♥❞❡❡❞✱ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❝r♦ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r❡s♣❡❝t
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ P●❉s ❛✉t♦♠❛t✐❝❧② s♦❧✈❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳
✶✷
✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
✶✳✷✳✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✿❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣✲
❛r❛t✐♦♥s
▼❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧ ♣❛rts ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ✐s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✭✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✸❉ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ✷❉
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ r♦✉t❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ ❜❡❛♠✱ ♣❧❛t❡
❛♥❞ s❤❡❧❧ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❛t ✇❡r❡ ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝s✱
❧✐❦❡ ✢♦✇s ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣s✱ t❤❡r♠❛❧ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧❛♠✐♥❛t❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥②
♦t❤❡rs✳ ❨❡t ✇❤❡♥ ♣❤②s✐❝s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❧✐❦❡ ♣❧❛t❡s ♦r s❤❡❧❧s✱ ❛♥❞ ♥♦
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ✷❉✱ ❢✉❧❧② ✸❉
s♦❧✉t✐♦♥s s❡❡♠ ❝♦♠♣✉❧s♦r②✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❞②♥❛♠✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡s ✇❤❡r❡ ❛ r✐❝❤ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢✉❧❧② ✸❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s r❡t❛✐♥❡❞✳
❲❤❡♥ s✉❝❤ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣✉❧s♦r② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s
❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✳ ❚♦❞❛②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ r✐❝❤ ✸❉
♠♦❞❡❧s r❡♠❛✐♥s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss❡s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❙t❛♥❞❛r❞
♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢❛✐❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ✸❉ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞❡s♣✐t❡ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦
❡✐t❤❡r ❛✈♦✐❞ t♦♦ ❞✐st♦rt❡❞ ♠❡s❤❡s ♦r ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡✳❣✳ ♠✐❝r♦✇❛✈❡s✮ r❡q✉✐r❡
✜♥❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❢❡✇ ②❡❛rs
❛❣♦ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛t❡ ✸❉ ✢♦✇s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❘❚▼ ✕ ❘❡s✐♥ ❚r❛♥s❢❡r ▼♦✉❧❞✐♥❣ ✕ ♣r♦❝❡ss❡s
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✱ t❤❡♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♣❧❛t❡s ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪
❛♥❞ s❤❡❧❧s ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✭t❤❡ ♦♥❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ❛♥❞ ✶❉
♣r♦❜❧❡♠s ✭t❤❡ ♦♥❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡s✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ✸❉ s♦❧✈❡r ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥ ✸❉ ✜❡❧❞s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②
♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✷❉ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡
s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛✐♠s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② r❡s✐❞❡s ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉t♦❝❧❛✈❡✳ ▼❛♥② ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣❧②
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉t♦❝❛❧✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❢t❡r ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣♦r♦s✐t②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✐♠❡ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❧❡❛❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♦t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ s✉❜s✐t✉t❡
❛✉t♦❝❧❛✈❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❤❡❛t✐♥❣ ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r
s♣❡❡❞✐♥❣✲✉♣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t t✇♦ t❤❡r♠❛❧ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❝♦❡①✐st✿ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss❡s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡
❧❛st r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❝❛r❜♦♥ ✜❜r❡s✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
✶✸
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❙✇❛♥s♦♥ ✫ ❍♦❡❢❡r ✷✵✵✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✷❉ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✷✳✺❉ ♣❧❛♥❛r s♦❧✈❡rs ❛♥❞
✸❉ ❛r❜✐tr❛r②✲s♦❧✈❡rs ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s s✐♠✉❧❛t♦rs ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✷✳✺❉ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❛s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬❈❤❡✇ ✫ ◆❛s✐r ✶✾✽✾✱ P❛♥ ✫ ❚❛♥ ✶✾✾✼❪✳ ✷✳✺❉ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts ❬❊✳❳✳ ▲✐✉ ✷✵✶✻❪✳
▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝✱ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛t❡s✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ❝♦♥✲
❝❡r♥❡❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❬❲❛ss❡❧②♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❆t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❧❛♠✐♥❛t❡s ✇❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
✈✐❡✇ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ r♦✉t❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ✭✐✮ ❧❛♠✐♥❛t❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❬◆✐②♦♥③✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❬●②s❡❧✐♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪❀ ✭✐✐✮ ♠♦♥♦❧❛②❡r ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲
❧❛②❡r s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❡♥s❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❬❇❡♥s❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
s❤❡❧❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✇❛s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ s❤❡❧❧ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♣❤②s✐❝s ✐♥s✐❞❡ ✭✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦✉❧❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ♣r♦✈❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡✮❀ ✭✐✐✐✮ s♣❡❝✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇✉✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪
❢♦r ♠❡s❤✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✜♥❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❡①❝❡ss✐✈❡✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❡❡♠s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❤②❜r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t✴✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②
✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❛rs❡r
✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳ ■t ❡①✐sts ❛ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬❙✉♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳ ❲❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♥❡❡❞s s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡♥✲
❢♦r❝❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥❡s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡
st❡♣ ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②
✐♠♣❧✐❝✐t ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛
❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ st❡♣s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ t❤❡② ❡❛s✐❧② ❛❞❞r❡ss ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
✭❝♦♥t❛❝t ♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✮✳ ■♥ ❬❍✉❣❤❡s ✫ ▲✐✉ ✶✾✼✽❪ ❛ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❛ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥s ❛♣♣❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❤②❜r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t✴✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s
❡✣❝✐❡♥t❧② ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❝♦❛rs❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❤♦rt❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝②❝❧❡s
❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ✇❡❧❞❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ♣❛rts ✐s ❛♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✭❯❉✮ ♣r❡♣r❡❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❜❡rs
♣r❡✲✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ r❡s✐♥✳ ■♥ t❤❡✐r ♠❡❧t st❛t❡✱ ❯❉ ♣r❡♣r❡❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ✐♥❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✜❜❡rs s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
✶✹
✶✳✸✳ ❆rt✐❝❧❡s ✐♥ ❏♦✉r♥❛❧s
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✢✉✐❞ ❬❙♣❡♥❝❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡s❡ ❯❉ ❧❛♠✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉s✉✲
❛❧❧② st❛❝❦❡❞ ✐♥ ❞❡s✐r❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✜❜❡r ❧❛♠✐♥❛t❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ♣❧② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s
❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✢✉✐❞✱ t❤❛t ♠✉st s❛t✐s❢② ❜♦t❤ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✐s sq✉❡❡③❡❞✱ t❤❡ ✢♦✇ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❡①❤✐❜✐ts ❛
❝♦♠♣❧❡① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■♥ ❬●❤♥❛t✐♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲
♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ✕ P♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✕
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✮ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡
▲❇❇ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧ts t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✜❜❡r tr❛❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ q✉❡st✐♦♥s ♥❡✈❡r ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳
✶✳✸ ❆rt✐❝❧❡s ✐♥ ❏♦✉r♥❛❧s
❚❤❡s❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿
✶✳ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱
❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ■♥❡❧❛s✲
t✐❝✐t②✳❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✺✱ ✹✼✲✺✼✱ ✷✵✶✽✳
✷✳ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❉✳ ❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ P✳ ▲❛❞❡✲
✈❡③❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✻✵✱ ✽✶✸✲✽✷✻✱ ✷✵✶✼✳
✸✳ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❙❝❤❡✉❡r✱ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✱
❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ✶✱ ✶✲✶✶✱ ✷✵✶✼✳
✹✳ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❏✳
▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤✲
♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✶✷✱ ✶✲✶✶✱ ✷✵✶✽✳
✺✳ ❱✳ ▲✐♠♦✉s✐♥✱ ❳✳ ❉❡❧❣❡r✐❡✱ ❊✳ ▲❡r♦②✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❈✳ ❆r❣❡r✐❝❤✱ ❋✳ ❉❛✐♠✱ ❏✳ ▲✳ ❉✉✈❛❧✱
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❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
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✶✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✾✳ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
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Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✽✳
✶✶✳ ❍✳ ❚❡rtr❛✐s✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❇❛r❛s✐♥s❦✐✱ ❈✳ ●❤♥❛t✐♦s✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦✲
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❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧
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❧✐♥❡❛r t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r P●❉✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ✲
▼❡❝❛♥✐q✉❡✱ ✷✵✶✾✳
✶✻
P❛rt ■
❋✐rst st❡♣s t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
✶✼

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ❞❛t❛ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛ ❧♦t
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ♠❡r❣❡ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s✳ P❧❡♥t② ♦❢
❜❡♥❡✜ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠❜✐♦s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■♠♣♦rt❛♥t st❡♣s
✐♥ ♠❛♥② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛r❡❛s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇♦✉❧❞
❜❡❝♦♠❡ ❡❛s✐❡r ❛s s♦♦♥ ❛s ❞❛t❛ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♠♦st ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢
❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡♥❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❈❤❛♣t❡r
✷ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♥♦✈❡❧ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts✱ ♦r ❛t ❧❡❛st
❛❧❧❡✈✐❛t❡s✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✸
tr❡❛ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❆ ❧❛t❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐s ❞❛t❛ s❝❛r❝✐t②✳ ❚❤❡ tr✉t❤ ✐s t❤❛t ♥♦✇❛❞❛②s t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦
♦❜t❛✐♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r ✭♦r ❝♦♠♣❧❡t❡✮ ❞❛t❛ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❝♦♥st✐t✉t❡
♦♥❧② ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡tt✐♥❣ ♣❧❡♥t② ♦❢ r♦♦♠ ❢♦r ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ❧✐♥❡s✳
✶✾

❈❤❛♣t❡r ✷
❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❆❜str❛❝t ❙t❛♥❞❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ♦❢ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s
✭♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♠❛ss✱ ❡♥❡r❣②✱ ✳✳✳✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t s❝✐❡♥t✐sts
❤❛✈❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ♥❛t✉r❛❧ ♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s t♦♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ✐s ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ ❧♦t
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ■ts ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛
❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✐t❤❡r ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ❜② ❡♥r✐❝❤✐♥❣
❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛✳
❈♦♥t❡♥ts
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❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❧✐♥❦s ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✲
✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
✜♥❞s t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐t❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t
❛♥❞ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛s ♠✉❝❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡✜♥❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❛t❡s ❛ ❞❛t❛ s❡t ✭♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦ s❝❛❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦r ✉♣s❝❛❧❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡rs t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱
❆▼❛♥✐❢♦❧❞▲❡❛r♥✐♥❣❆♣♣r♦❛❝❤t♦❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ■♥❡❧❛st✐❝✲
✐t②✳❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✺✱ ✹✼✲✺✼✱ ✷✵✶✽✳
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❉✳ ❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ P✳ ▲❛❞❡✲
✈❡③❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✻✵✱ ✽✶✸✲✽✷✻✱ ✷✵✶✼✳
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❙❝❤❡✉❡r✱ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✱
❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ✶✱ ✶✲✶✶✱ ✷✵✶✼✳
✷✳✶ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ■♥❡❧❛st✐❝✐t②
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❞❡q✉❛t❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❤♦t t♦♣✐❝ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ r❡♠❛✐♥s
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣
t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱
❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✭❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r✮
♠♦♠❡♥t✉♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦r σ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✷✷
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❈❛✉❝❤②✬s str❡ss t❡♥s♦r✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛♥❞
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛❧ t❡r♠s✱ ❛s
∇ · σ = 0.
❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦
❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② Γ ≡ ∂Ω✱∫
Ω
u∗ · (∇ · σ) dΩ = 0.
❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✱ ✐t r❡s✉❧ts∫
Ω
∇u∗ : σ dΩ =
∫
Γ
u∗ · (σ · n) dΓ,
✇❤❡r❡ n r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Γ = ΓD ∪ ΓN ✱ ✭ΓD ∩ ΓN = ∅✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts u = ug(x) ✭❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮
❛♥❞ tr❛❝t✐♦♥s σ · n = tg(x) ✭◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠
✜♥❛❧❧② r❡❛❞s✿
❋✐♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u ∈ (H1(Ω))3 s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
u(x ∈ ΓD) = ug(x) s✉❝❤ t❤❛t ∫
Ω
ε∗ : σ dΩ =
∫
ΓN
u∗ · t dΓ, ✭✷✳✶✮
∀u∗ r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ ΓD✱ ✐✳❡✳ ∀u∗ ∈
(H10(Ω))3✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ σ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ∇u : σ = ∇Su : σ✱
✇✐t❤ ∇Su t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s str❛✐♥
t❡♥s♦r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ε✳
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠
t❤❡ t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u∗ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❛
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✭❡✈❡♥
✐❢✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❧❛✇✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❛ ♠♦❞❡❧✮✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡s
σ = λTr(ε)I + µε, ✭✷✳✷✮
✇❤❡r❡ Tr(•) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ λ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ▲❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s E ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✮✱ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❜❛❧❛♥❝❡✱ ❊q✳ ✭✷✳✶✮✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u✳ ❇② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ✐t✱ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r♦♦♠ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✿ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠♣❧❡✱
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚♦❞❛②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦❞❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♥♦❜♦❞② ❞♦✉❜ts
❛❜♦✉t ✐ts ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs
❢♦r ✇❤♦♠ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢❛✐❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❧❛❝❦ ♦❢
✷✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❣❡♥❡r❛❧✐t② ✭✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞✴♦r ❡♥r✐❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❜② ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧❄ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❛❝❦s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡r❛✱ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧②✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤❡r❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞
✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞
♣r♦❝❡❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿ ■❢ ❍♦♦❦❡
❤❛❞ ♥❡✈❡r ❡①✐st❡❞✱ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①✐st❡❞❄
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ tr②✐♥❣ t♦ ♣✉s❤ ✐t ❜❡②♦♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✱ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❛st✐❝
♠♦❞❡❧s ✭❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✐♥❡❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦rs✳
✷✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
■♠❛❣✐♥❡✱ t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ✭♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐❧❧ s♦♦♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ str❡ss❡s
❛♥❞ str❛✐♥s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r M r❛♥❞♦♠❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ❛❜❧❡ t♦
❝♦❧❧❡❝t M ❝♦✉♣❧❡s (σm, εm)✱ m = 1, . . . ,M ✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✐rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
♣♦✐♥t Xm ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D = 12 ✭t❤❡ s✐① ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss
❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ❱♦✐❣t ♥♦t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ str❡ss
❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r r❡❞✉❝❡s
t♦ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳
❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r Xm t❤✉s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢M ♣♦✐♥ts ✐♥ RD✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ RD✳
■♠❛❣✐♥❡ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡ t❤❛t t❤❡ M ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝✉r✈❡✱ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦r ❛ ❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d≪ D✳ ❲❤❡♥ D = 3 ❛ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✣❝❡s ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉r✈❡ ✭♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮ ♦r ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈✐s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❧❛t❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♣❡rt✐♥❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✮ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮ ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s✳ ❆ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st t♦ t❤✐s ❡♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥
r❡❢❡r t♦ ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ ❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵✱ P♦❧✐t♦ ✫ P❡r♦♥❛ ✷✵✵✶✱ ❲❛♥❣ ✷✵✶✷✱
❆♠s❛❧❧❡♠ ✫ ❋❛r❤❛t ✷✵✵✽❪✱ ❥✉st t♦ ❝✐t❡ ❛ ❢❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✖▲▲❊✖ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✐♥✿
✶✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t Xm✱ m = 1, . . . ,M ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts K ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ K s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ ❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
✷✹
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ❡♥♦✉❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs K ❛♥❞ ❛
❧❛r❣❡✲❡♥♦✉❣❤ s❛♠♣❧✐♥❣ M ❡♥s✉r❡s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t Xm
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s✿
Xm =
∑
i∈Sm
WmiXi, ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ Wmi ❛r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ Sm t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ K✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢
Xm✳
■❢ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
F(W ) =
M∑
m=1
∥∥∥∥∥Xm −
M∑
i=1
WmiXi
∥∥∥∥∥
2
,
✇❤❡r❡ Wmi ✐s ③❡r♦ ✐❢ Xi ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ K✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ Xm✳
✷✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ♣❛t❝❤ ❛r♦✉♥❞ Xm✱ ∀m✱ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❧♦✇❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≪ D✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ✭♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ✐s♦♠❛♣ ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❝♦♥s❡r✈❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞✮✱ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t Xm ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✱
ξm ∈ Rd✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ G ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξ1, . . . , ξM
G(ξ1, . . . , ξM ) =
M∑
m=1
∥∥∥∥∥ξm −
M∑
i=1
Wmiξi
∥∥∥∥∥
2
,
✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξm ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ G r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ M ×M ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ d✲❜♦tt♦♠
♥♦♥✲③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
✐s ♠❛♣♣❡❞✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ G(ξ1, . . . , ξM )✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
ξm ❛❧r❡❛❞② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ♦✛❡rs ❛♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
E(ξm) =
∥∥∥∥∥ξm −
M∑
i=1
Wmiξi
∥∥∥∥∥ . ✭✷✳✹✮
❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ξ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ Rd ❛❢t❡r
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs s❡t S(ξ) ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ RD ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t X ❢r♦♠ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs Xi✱ i ∈ S(ξ)✳
■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡s✉❧ts✱ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❛ ✢❛t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦✱ ✐✳❡✳ d = 2✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❡✐t❤❡r ❨♦✉♥❣✬s
♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r ▲❛♠❡✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❛♥❞ ✐s ❧✐♥❡❛r✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ξm = ξ(Xm) = ξ(σm, εm) ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱
✷✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
-1
-0.5
0
0.5
1
×1013
0
1
2
3
×1012
-4
-2
0
2
4
×106
0.5
1
1.5
2
2.5
3
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡❞✉❝❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξm ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ▲▲❊ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✮ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡
✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛t❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ str❛t❡❣② t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s
st❛t❡❞ ✐♥ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳
✶✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s✱ ❢✉❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ✐❢ E(ξm)✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛t ❡❛❝❤
♣♦s✐t✐♦♥ ξm ✭✐❢ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦r ❣❧♦❜❛❧❧②✮✱
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
ξm =
M∑
i=1
Wmiξi,
✇✐t❤ Wmi = 0 ✐❢ i /∈ Sm ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ξm ✐s ❛ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦❝❛❧❧②
❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r C ❢r♦♠ Xm ❛♥❞ Xi
✭r❡❧❛t❡❞ t♦ ξm ❛♥❞ ξi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✇✐t❤ i ∈ Sm✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
H(C) =
∑
i∈Sm
(σi − C · εi)2.
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♦❜t❡♥t✐♦♥ ♦❢ C(Xm) ≡ Cm✳
✷✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r t❛♥❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ◆❡✇t♦♥
str❛t❡❣✐❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② t❛♥❣❡♥t ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
♦❜t❛✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ∆mi ≡Xm−Xi = (σm−σi, εm−εi) ♦r ∆mi = (∆σmi ,∆εmi )✱
i ∈ Sm✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r♦✉♥❞ ♣♦✐♥t Xm✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
∆σmi = CT ·∆εmi , ✭✷✳✺✮
✷✻
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ HT (CT )
HT (CT ) =
∑
i∈Sm
(∆σmi − CT ·∆εmi )2, ✭✷✳✻✮
✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r CT (Xm) ≡ CT,m✳
✸✳ ◆♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs
♣♦✐♥ts Xm ✇✐t❤♦✉t tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧s ❛t ❛❧❧✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Xm ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ξm✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❛st❡r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
✷✳✶✳✷ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝❛s❡
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜✉t t❤❛t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ str❡ss❡s ❛♥❞ str❛✐♥s ✐s ♥❡✐t❤❡r
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦r ❞❡s✐r❡❞✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❛ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ✐❢ ♥♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦♥ σ = σ(ε) ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✮✿
✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❥✉st ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r C(X) ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡st
❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❛❦ ❢♦r♠∫
Ω
ε∗(x) : σn+1(x) dΩ =
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dΩ, ✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ X(x)✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②
❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r C(X(x)) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛t t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡ ✭✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✮∫
Ω
ε∗(x) · (C(Xn) · εn+1(x)) dΩ = ∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dΓ.
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s✱ ✐♥ t✉r♥✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐t✱ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❥✉st ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r t❛♥❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r CT (X) ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❛
◆❡✇t♦♥ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡
σn+1(εn +∆ε) = σn(εn) +
∂σ
∂ε
∆ε = σn(εn) + CT ·∆ε,
t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ r❡❛❞s
∫
Ω
ε∗(x) · (CT (Xn) ·∆ε(x)) dΩ
= −
∫
Ω
ε∗(x) · (C(Xn) · εn(x)) dΩ+
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dΓ.
✷✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐✲
❢♦❧❞ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❜❧✉❡✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✱ ❊q✳ ✭✷✳✼✮✳
✸✳ ■❢ ♥♦ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s ε(u) ❛♥❞ σ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❛❚■♥ ♠❡t❤♦❞
❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✾❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭ε✱σ✮ ❝♦✉♣❧❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❊q✳ ✭✷✳✶✮❀ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡s ✭εˆ, σˆ✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✖✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✲
✐❢♦❧❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳
■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (εn,σn) ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞
t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧❡ (εˆ, σˆ) ✐s s♦✉❣❤t
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ (εn,σn)✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞
❝♦✉♣❧❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ❥✉st ✉♣❞❛t❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱
❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✈❡r✐❢② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ (εn+1,σn+1) ✐s
s❡❛r❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳
❚❤❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦❝❛❧ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(εˆ, σˆ) ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ ❊q✳✭✷✳✶✮✱ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧
st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❦♥♦✇♥ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜♦t❤ st❡♣s✳
• ▲♦❝❛❧ st❡♣
❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t xg✱ g = 1, . . . , ngp✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r (εn(xg),σn(xg)) ❛♥❞
❧♦♦❦ ❢♦r (εˆ(xg), σˆ(xg))✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ✐t ♦♥t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
• ●❧♦❜❛❧ st❡♣
❋r♦♠ t❤❡ str❛✐♥✲str❡ss ❝♦✉♣❧❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛t ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ ❊q✳ ✭✷✳✶✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♣❞❛t❡❞
✷✽
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
str❛✐♥✲str❡ss ❝♦✉♣❧❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ (εn+1(x),σn+1(x))✱ x ∈ Ω✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
σn+1(x)− σˆ(x) = D · (εn+1(x)− εˆ(x)), ✭✷✳✽✮
✇✐t❤ D ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t②
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠∫
Ω
ε∗(x) · σn+1(x) dx =
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dx,
❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✽✮✱ ✐t r❡s✉❧ts∫
Ω
ε∗(x) · (σˆ(x) +D · (εn+1(x)− εˆ(x))) dx = ∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dx,
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s∫
Ω
ε∗(x) · (D · εn+1(x)) dx =
−
∫
Ω
ε∗(x) · (σˆ(x)−D · εˆ(x)) dx+
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dx. ✭✷✳✾✮
▼❛tr✐①D s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ♣♦s✐t✐✈✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r D = B2 ✇✐t❤ B s②♠♠❡tr✐❝✱
✐✳❡✳ BT = B✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r B ✐♥st❡❛❞ ♦❢ D✳
❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ▲❛❚■♥ ♠❡t❤♦❞ ❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✾❪ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ❛❜❧❡
t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉t ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① D ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r str❛t❡❣② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ tr②✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛
♣r✐♦r✐ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ D✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✐❢ t❤❡ ❧❛st ✐s ✜①❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝♦♠❡ ❧✐♥❡❛r
❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛❚■♥ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐ss✉❡s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧ ♦♥❡s t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡✐r ✉♣❞❛t✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✳✷✮✳ ❚❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡
s❡❛r❝❤✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❡①✐st✿
✭❛✮ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② ●❛✉ss ♣♦✐♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t ♦♥
t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str❡ss✲
str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D✱
✷✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❡ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✾✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❝♦✉♣❧❡
(εn+1(x),σn+1(x)) ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇r✐t❡s
D = argminD∗
((
σn+1(x;D∗)− σˆ∗)2 + (εn+1(x;D∗)− εˆ∗)2) , ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ (σˆ∗, εˆ∗) ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t♦ t❤❡ str❡ss✲
str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D∗✳
❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs✮
♥♦♥✲③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① D ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✷✳✾✮✳
✭❜✮ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜❡❧❞ D(x)✱ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐① ❛t
❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦② ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡
♠❡s❤ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ D ✐s ❛ ♥✐❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s✿
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t✳
✷✳✶✳✷✳✶ ❆ ✜rst ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❆ ❜❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ tr❛❝t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❛♠
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✶❉ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t
s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝❧❛♠♣❡❞ ❛t ✐ts ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r② x = 0 ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✉♥✐t
tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F = 1 ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ✐ts r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② x = 1✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♠♣❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ✺ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡❛❦
❢♦r♠✳ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞ s❤♦✉❧❞
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✐t ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ✐ts
t❛♥❣❡♥t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛❧❧♦✇s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭❞✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✮ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ✐♥tr✉s✐✈❡✱
♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠❡s ❢♦r♠ ❛ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥✲str❡ss ❝♦✉♣❧❡s ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❢♦r
D = 10✱ D = 2 ❛♥❞ D = 1✳ ❚❤❡s❡ D✲✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❢❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ D = 1 ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
♠♦❞✉❧✉s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥
❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❛rt❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡
(σ0, ε0) = (3.0, 3.0) ❛t ❡✈❡r② ●❛✉ss ♣♦✐♥t✳
■♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ D ✇❛s ✜①❡❞ ✏❛ ♣r✐♦r✐✑✳ ❲❤❡♥
t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ σ✱ ε ❛♥❞ D✱ ✇✐t❤ (σ0 = 3, ε0 = 3, D0 =
3)✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s s♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❢❡✇
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ (σ = 1.0, ε = 1.0, D = 1)✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D ♦r
✸✵
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❇❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ tr❛❝t✐♦♥✿ ✭t♦♣✮D = 10✱ ✭❝❡♥t❡r✮D = 2 ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮
D = 1✳
✸✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❇❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ tr❛❝t✐♦♥✳
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧
✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ♦♥❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❜✉t ♥♦✇
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ tr❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s ❛ ❧✐♥❡❛r str❡ss
❛♥❞ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ❛ st❛t❡
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ❛t t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss (σ0(x) = 3, ε0(x) = 3, D0 =
3) ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧♦❜❛❧
♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ σ = Eǫ2✱ ✇✐t❤ E = 1✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t tr❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r✐❣❤t
❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥✐t✐❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ❣✉❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞ C ♦r
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ str❛t❡❣② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r t❛♥❣❡♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞ CT ✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② ❢❛st✳ ■t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■❢✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ str❛t❡❣② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐✳❡✳✱
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
(σ(x) = 1, ǫ(x) = 1)✳ ❍❡r❡✱ D ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥❡❡❞✐♥❣
❢♦r ❢❡✇ ❡①tr❛✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳
■❢ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
tr❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛r✮ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
❞✐✛❡r❡♥t D ❛t ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D ❢♦r
❛❧❧ t❤❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
▼❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥ str❛t❡✲
❣✐❡s ♣r♦❝❡❡❞ ❢❛st❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞❛t❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡rr♦rs t❤❛t
✸✷
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❇❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❇❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞
◆❡✇t♦♥ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
✸✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❇❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳
t❤❡② ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ✐❢ ❝♦❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
✷✳✶✳✷✳✷ ❆ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ st✉❞②
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (σ, ε)✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r♦✈❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦♥t♦ ❛
❥✉st t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳
❚❤❡ sq✉❛r❡ ✐s ❝❧❛♠♣❡❞ ♦♥ ✐ts ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❢r❡❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐t
tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐ts r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❆♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ♦♥❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❛❧❧♦✇
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②s ❛ s✐♥❣❧❡
s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ D ♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t D(x)✳ ■t ❛❣r❡❡s ✐♥ ♠✐♥✉t❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ◆❡✇t♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
r❡♠❛✐♥s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s✳
■♥ ✇❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ❛✛❡❝t✐♥❣ ✐t✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦♥✲
st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✐✐✐✮ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳
❊✈❡♥ ✐❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✜♥❡
❡♥♦✉❣❤ s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳
✷✳✶✳✸ ❆❞❞r❡ss✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛s✲
t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛rt ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ✷❉ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❢r♦♠ C(Xe) ✭Xe r❡❢❡rs t♦
t❤❡ str❡ss✲❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ②✐❡❧❞
s✉r❢❛❝❡ f(σ) ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ♦✇♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ σ = C · εe✱ ✇❤❡r❡ C
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❛♥❞ εe r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
✸✹
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✧❤✐❞❞❡♥✧ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ✭t♦♣✮
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✸✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ P❧❛st✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❛s❡✳
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ✐ts ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞
✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
ε = εe + εp,
✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❛t❡
ε˙p = λ
∂f(σ)
∂σ
= λn,
✇❤❡r❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ f(σ) ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛
✐♥ s✐❧✐❝♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✈♦♥ ▼✐s❡s ♠♦❞❡❧ f(σ) = σe − Y ✱ ✇✐t❤ Y t❤❡ ②✐❡❧❞
str❡ss ✭♥♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮ ❛♥❞ σe t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s
❝r✐t❡r✐♦♥✳ f(σ) r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱
✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ str❡ss❡s✳
❚❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f˙(σ) = 0 ✇❤❡♥ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs✱ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❧❛st✐❝ ✢♦✇
λ =
nT · C · ε˙
nT · C · n ,
♦r ✐♥ ✐ts ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
λ =
nT · C ·∆ε
nT · C · n ,
✇✐t❤ ♥♦✇ ∆εp = λn✳
❍❡r❡ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ str❡ss✱ str❛✐♥ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡
❧❛st ♦♥❡ ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ str❡ss✲❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✳
■♥ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❡①❝❡♣t n✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ f(σ) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ n ✐s ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳
◆♦✇ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✸✻
✷✳✶✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
■♥❡❧❛st✐❝✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❙tr❡ss tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝❧② ♣❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r
♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡①tr❛❝t✐♥❣ n ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(σ) ❛♥❞ ✐ts ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❡ss❡s✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣ ✐ts r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✐ts ❧❡❢t s✐❞❡ ✭✇✐t❤ t❡♥s✐♦♥✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱
t❤❡ str❡ss tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ str❡ss r❡♠❛✐♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥
✐t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ str❡ss ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♦❢
t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ sq✉❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡✛♦rt✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✉s✉❛❧❧② ✇❤❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(σ) ✐s
♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r t❛♥❣❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
✷✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥❡❡❞s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♠♦❞✲
❡❧s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♥♦r t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ✐♥tr✉s✐✈❡
❛♥❞ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❛♥t❛❜❧❡ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢r♦♠
❞❛t❛ ✐t❡r❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱
✸✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ P❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ✭t♦♣✮✱ ❢♦r t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞
✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧♦❛❞ ✭❜♦tt♦♠✮✱ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ǫpxx ✭❧❡❢t✮✱ ǫ
p
yy ✭❝❡♥t❡r✮
❛♥❞ ǫpxy ✭r✐❣❤t✮
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐ss✉❡s✳
✷✳✷ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✲
✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②✲
✐♥❣ t❤❡ ❥✉st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ♦❢ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✱
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
❝✉rr❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡❧② ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts✳ ❚❤❡
r❡❛❞❡r ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ tr❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ s❤❡❛r ♦r ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛♥✲
❞❛r❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s str♦♥❣❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ str❡ss✴str❛✐♥ st❛t❡
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐♥ t❤✐s str❡ss✴str❛✐♥ s♣❛❝❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜②
❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡sts ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ str❛✐♥ st❛t❡s✱ s❡❡♠s t♦❞❛② t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❜✉t ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡✳ ❙✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t② ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐♥
❛♥② ❝❛s❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① t❡sts✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❞❛t❛ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❢r♦♠ ❢❡✇ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ✐♥✈❡rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✜rst ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
✸✽
✷✳✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
✷✳✷✳✶ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
❛❧❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤♦s❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡
r♦❜✉st✳
✷✳✷✳✶✳✶ ▲✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❧✐♥❡❛r
❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ t❡♥s♦r ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡ ✐✳❡✳
C(ε)→ C✳ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮ s❤♦✇s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧
t❡r♠s✿
∫
Ω
ε∗(x) : σ(x) dΩ =
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dΓ, ✭✷✳✶✶✮
t❤❛t ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱
❜❡❝♦♠❡s
∫
Ω
ε∗(x) ·Cε(x) dΩ =
∫
ΓN
u∗(x) · t(x) dΓ. ✭✷✳✶✷✮
❇② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭❛t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❡✈❡r② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛r❣✉❡❞✱ ♣r✐♦r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ✷✳✶✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❯s✐♥❣ ❛ c✲t❡r♠ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ 6×6 ♠❛tr✐❝❡s ✭t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
C =
c∑
i=1
αiMi, ✭✷✳✶✸✮
✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi ✉♥❦♥♦✇♥✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐① ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✐t r❡s✉❧ts
∫
Ω
ε∗(x) ·
((
c∑
i=1
αiMi
)
ε(x)
)
dΩ =
∫
ΓN
u∗(x) · t dΓ, ✭✷✳✶✹✮
✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ r❡❛❞s
U∗ ·
(
c∑
i=1
αiKi
)
U = U∗ ·T, ✭✷✳✶✺✮
✇✐t❤ Ki t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡Mi ❜❛s✐s ❛♥❞ U t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✈❡❝t♦r✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✮ ❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❤❡r❡❛❢t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t •O✳ ❚❤✉s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢
✸✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r UO ❛♥❞ UH r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ r❡❛❞s


c∑
i=1
αiK
HH
i
c∑
i=1
αiK
HO
i
c∑
i=1
αiK
OH
i
c∑
i=1
αiK
OO
i


(
UH
UO
)
=
(
TH
TO
)
. ✭✷✳✶✻✮
❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ΓD✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠✱ ✈❡❝t♦rs TO ❛♥❞ TH r❡❢❡r t♦ t❤❡
♥♦❞❛❧ tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t ♥♦❞❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ✭✷✳✶✻✮ ❤❛s ❛s ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts UH ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi✱ ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts UO✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r UO ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭✐♥
❛❧❧ ❝❛s❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧♣❤❛✲❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ c✮ ✐t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts UH
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r αi✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳
❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r s❝❡♥❛r✐♦✳
❙②st❡♠ ✭✷✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s


c∑
i=1
αiK
HH
i K
HO
1 U
O · · · KHOc UO
c∑
i=1
αiK
OH
i K
OO
1 U
O · · · KOOc UO




UH
α1
✳✳✳
αc

 =
(
TH
TO
)
, ✭✷✳✶✼✮
♦r✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✈❡❝t♦r α ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s κHO ❛♥❞ κOO ❛s


α = (α1, · · · , αc)T
κHO = (KHO1 U
O, · · · ,KHOc UO)
κOO = (KOO1 U
O, · · · ,KOOc UO)
, ✭✷✳✶✽✮
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s


c∑
i=1
αiK
HH
i κ
HO
c∑
i=1
αiK
OH
i κ
OO


(
UH
α
)
=
(
TH
TO
)
, ✭✷✳✶✾✮
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠✳
❇② ♣r❡♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❛ sq✉❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱


c∑
i=1
αiK
HH
i κ
HO
c∑
i=1
αiK
OH
i κ
OO


T 

c∑
i=1
αiK
HH
i κ
HO
c∑
i=1
αiK
OH
i κ
OO


(
UH
α
)
=


c∑
i=1
αiK
HH
i κ
HO
c∑
i=1
αiK
OH
i κ
OO


T (
TH
TO
)
,
✭✷✳✷✵✮
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ UH ❛♥❞ α ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ✭❡✳❣✳ ✜①❡❞
♣♦✐♥t✱ ◆❡✇t♦♥✱ ❡t❝✳✮✳
✹✵
✷✳✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ str❛✐♥s ❛♥❞ str❡ss❡s
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ U = (UH,UO)T ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

u(x) =
nd∑
i=1
UiNi(x)
ε = ∇su
C =
c∑
i=1
αiMi
σ = Cε
, ✭✷✳✷✶✮
✇❤❡r❡ nd ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u(x)✱
Ni(x) t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ∇s(•) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t
✷✳✷✳✶✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
■♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❛ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ❛♣♣❡❛rs✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ str❛✐♥✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t x ∈ Ω✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❥✉st ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❆s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❈r❡s♣♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✮ ✇❤♦s❡ ✜rst
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ❛
❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ αi ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✸
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡ ✐✳❡✳ αi → αi(ε)✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r C(ε) ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣✐❛t❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s Mi ✐✳❡✳ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❞❡s❡r✈❡s s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ■♠❛❣✐♥❡ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(ξ) ✐♥ I = [ξ−, ξ+]✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s Ni(ξ) t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s
✐t ✐s ✉s✉❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q ♥♦❞❡s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ I✱ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξi✱ i = 1, . . . , q ✭ξ1 = ξ− ❛♥❞ ξq = ξ+✮✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❛❞s
f(ξ) =
q∑
i=1
f(ξi)Ni(ξ), ✭✷✳✷✷✮
✇❤❡r❡ Ni(ξ)✱ ❢♦r 1 < i < q ✇r✐t❡s
Ni(ξ) =


ξ−ξi−1
ξi−ξi−1
if ξ ∈ [ξi−1, ξi]
ξi+1−ξ
ξi+1−ξi
if ξ ∈ [ξi, ξi+1]
0 elsewhere
, ✭✷✳✷✸✮
N1(ξ) =


ξ2−ξ
ξ2−ξ1
if ξ ∈ [ξ1, ξ2]
0 elsewhere
, ✭✷✳✷✹✮
✹✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞
Nq(ξ) =


ξ−ξq−1
ξq−ξq−1
if ξ ∈ [ξq−1, ξq]
0 elsewhere
. ✭✷✳✷✺✮
■❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s Ξj ✱ j = 1, . . . , j✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ✇✐❧❧ r❡❛❞
f(Ξj) =
q∑
i=1
f(ξi)Ni(Ξj), j = 1, . . . , j, ✭✷✳✷✻✮
t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

N1(Ξ1) . . . Nq(Ξ1)
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
N1(Ξj) · · · Nq(Ξj)




f(ξ1)
✳✳✳
f(ξq)

 =


f(Ξ1)
✳✳✳
f(Ξj)

 . ✭✷✳✷✼✮
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✿
• ❆♥ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ✐❢ j < q❀
• ❆ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❡✱ ✐❢ j = q❀
• ❆♥ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❡✱ ✐❢ j > q✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ j ≥ q t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥
❜❡❝♦♠❡ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♦♥❡ ♥♦❞❡ ξi✱ ♥♦ ♣♦✐♥t Ξj ✱ ∀j✱ ❢❛❧❧s ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt✱
[ξi−1, ξi+1]✳
■♥ t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✭❡✳❣✳ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✱ ✏♠❛t❧❛❜
❜❛❝❦s❧❛s❤✑✱ L2 ♦r L1 ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❧♦❜❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ [ξ−, ξ+]✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
f(ξ) =
q∑
i=1
γiTi(ξ), ✭✷✳✷✽✮
✇❤❡r❡ Ti(ξ) r❡❢❡r t♦ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts γi ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
f(Ξj) =
q∑
i=1
γiTi(Ξj), j = 1, . . . , j, ✭✷✳✷✾✮
✇❤❡r❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐ss✉❡s ❛r❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s j ≥ q ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t r❡♣❡❛t❡❞
♣♦✐♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❡❛❝❤ αi✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✻ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ✭q✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
f(ε) ≈
q
6∑
ijklmn
γijklmnTi(ε11)Tj(ε12)Tk(ε13)Tl(ε22)Tm(ε23)Tn(ε33), ✭✷✳✸✵✮
❝♦♥t❛✐♥s t♦♦ ♠❛♥② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γijklmn ✭✐♥ ❢❛❝t q6✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭❡✈❡♥ ✐❢ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣
✹✷
✷✳✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ D ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉♠ ✐♥❞❡①❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ i+ j + k + l +m+ n ≤ D✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱
❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✮ t❤❛t r❡❛❞s
f(ε) ≈
M∑
m
E11m (ε11) E
12
m (ε12) E
13
m (ε13) E
22
m (ε22) E
23
m (ε23) E
33
m (ε33). ✭✷✳✸✶✮
✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✳❚❤✐s s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❤❡♥ ε ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❤②♣❡r✲❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ E = [ε−11, ε+11] × [ε−12, ε+12] × · · · × [ε−33, ε+33]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② ♥♦♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ✇❛s ❞❡❡♣❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
R✲❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐ss✉❡s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s Eklm ✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❈❤❡❜②s❤❡✈
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
Eklm(εkl) ≈
qkl∑
j=1
γkl,mj Tj(εkl) = γ
kl,m ·Tkl ✭✷✳✸✷✮
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠∫
Ω
ε∗ · σ dx =
∫
ΓN
u∗ · t dx, ✭✷✳✸✸✮
✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣∫
Ω
ε∗ ·C(ε)ε dx =
∫
ΓN
u∗ · t dx, ✭✷✳✸✹✮
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r
c∑
i
∫
Ω
αi(ε)ε
∗ ·Miε dx =
∫
ΓN
u∗ · t dx, ✭✷✳✸✺✮
❲❤❡r❡ ❡❛❝❤ αi(ε) ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
αi(ε) ≈ αMi (ε) =
M∑
m
E11i,m(ε11) E
12
i,m(ε12) E
13
i,m(ε13) E
22
i,m(ε22) E
23
i,m(ε23) E
33
i,m(ε33). ✭✷✳✸✻✮
◆♦t❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s Eklim✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭UH0 ✮ ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❛✐♥
st❛t❡ ε0✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ε0✱ ♥❛♠❡❧② Tkl0 ✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P●❉ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✉s ❛t P●❉ ✐t❡r❛t✐♦♥M+1✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ r❛♥❦✲M ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r CM ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐✳❡✳✱
✹✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
C(ε) ≈ CM (ε) =
c∑
i
αMi (ε)Mi. ✭✷✳✸✼✮
❆t ♣r❡s❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞
❡♥r✐❝❤❡❞ r❛♥❦✲M + 1 ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ CM+1(ε) ❢r♦♠
CM+1(ε) = CM (ε) +
c∑
i
E11i,M+1(ε11) . . . E
33
i,M+1(ε33)Mi = C
M (ε) + ∆C(ε), ✭✷✳✸✽✮
t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ r❡s✉❧ts∫
Ω
ε∗ · (CM (ε) + ∆C(ε)) ε dx = ∫
ΓN
u∗ · t dx. ✭✷✳✸✾✮
❆s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ P●❉ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t str❛t❡❣②✱ t❤❛t ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✿
✶✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ E12(r−1)i,M+1 , . . . , E
33(r−1)
i,M+1 ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ r− 1 ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ✭✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t r = 1 ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥r✐❝❤♠❡♥t
✐t❡r❛t✐♦♥ M✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ E11(r)i,M+1✳
✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❜✉t ♥♦✇ ✇✐t❤ E11(r)i,M+1, E
13(r−1)
i,M+1 , . . . , E
33(r−1)
i,M+1 ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ❛❧✲
❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ E12(r)i,M+1✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥t✐❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ E33(r)i,M+1✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦
t❤❡ ♥❡①t ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ r + 1✳
✸✳ ❲❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ CM+2 ❢r♦♠
t❤❡ ❥✉st ❝♦♠♣❡t❡❞CM+1✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞✱ ❛ ♥❡✇ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✭
UH1 ✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ T
kl
1 ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ p t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡
❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
❘❡♠❛r❦✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ S ❞✐✛❡r❡♥t s♥❛♣s❤♦♦ts ❝❛♥ ❜❡
❥♦✐♥❡❞✱ ❛s s♦♦♥ ❛s S ✇❡❛❦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥t ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s ✐s t❤❛t t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐✳❡✳ s❛♠❡ αi(ε)
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦♦ts✳
✷✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉♥✐t sq✉❛r❡❞ s♦❧✐❞✱
x = (x, y) ∈ Ω = (0, 1) × (0, 1)✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❝❧❛♠♣❡❞ ❛❧♦♥❣
✐ts ❜❛s✐s y = 0✱ ❢r❡❡ ♦❢ tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❧❛t❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s x = 0 ❛♥❞ x = 1 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ tr❛❝t✐♦♥ t ♦♥ ✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② y = 1✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✹✹








✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ t❤❡♥
✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✇❡
❡♥❢♦r❝❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡s✳
■♥ ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❝❪✱ t❤❡
✉♣s❝❛❧✐♥❣ r♦✉t❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣✉r❡❧② ✈✐s❝♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦rs ✭◆❡✇t♦✲
♥✐❛♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✮ ♦r ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢r♦♠ q✉❛s✐✲
◆❡✇t♦♥❛✐♥ ♣✉r❡❧② ✈✐s❝♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♥tr✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r r❛t✐♦♥❛❧❡✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❛♥✲
✐❢♦❧❞✱ ✇❤♦s❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐r❡❝t❧② ②✐❡❧❞s t❤❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡❤✐♥❞
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳
✷✳✸✳✶ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❛s❡s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡r② ❢❛st s♣❛t✐❛❧❧②✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡s❤
❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✭❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss✮ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
s❝❛❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✕ ❘❱❊ ✕ ω✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss σ ❛♥❞ str❛✐♥ ε ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ ω ❜② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧
σ = c : ε✱ ✇❤❡r❡ c ❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ Ω✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
str❛✐♥ E ❛♥❞ str❡ss Σ ✐♥ ω ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❘❱❊✿{
E = 〈ε〉 = 1|ω|
∫
ω
ε(x) dx
Σ = 〈σ〉 = 1|ω|
∫
ω
σ(x) dx
. ✭✷✳✹✼✮
❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r L s✉❝❤ t❤❛t ε(x) = L(x) : E✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥
Σ = 〈σ〉 = 〈c(x) : ε(x)〉 = 〈c(x) : L(x)〉 : E, ✭✷✳✹✽✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r C ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿
C = 〈c(x) : L(x)〉. ✭✷✳✹✾✮
❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤r❡❡ ✭✐♥ t❤❡ ✷❉
❝❛s❡✮ ♦r s✐① ✭✐♥ t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡✮ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦✈❡r ω✱ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
✭t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ω ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳
✺✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❝♦♥t❛✐♥s ❞✐✛❡r❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡❛❝❤ ❘❱❊✱ ♦r ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ❝❛s❡✱ ❛t ❡❛❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t X ∈ Ω ✭✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ω(X)✳
■♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛s
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
t❡♥s♦r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦✐♥t X ∈ Ω ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✈❛r✐❡s
✐♥ Ω ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ Ω✳
❋r♦♠ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝
t❡♥s♦r ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ X ∈ Ω✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ●❛✉ss ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠
❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ x ∈ ω(X)
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢r♦③❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ω ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳
■♥ ❬▲❛♠❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❘❊❱ ❢♦r ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛✣♥❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛t ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳
❆ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣② ✇❛s ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❝❪ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ r❛t❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐t ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
✉♣s❝❛❧❡❞ ❉❛r❝② ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ P●❉ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦r
✉♣s❝❛❧❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳
✷✳✸✳✶✳✶ P●❉✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ω✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ω r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ Ω✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✱ ✇❡ ✈✐❡✇ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t ∂ω ❛s ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤✉s ❡①tr❛✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst✲❣r❛❞✐❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ω
u(x ∈ ∂ω) =

 u1u2
u3

 =

 E11x1 + E12x2 + E13x3E12x1 + E22x2 + E23x3
E13x1 + E23x2 + E33x3

 , ✭✷✳✺✵✮
❡♥s✉r❡s t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ❛♥② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥
E =

 E11 E12 E13E12 E22 E23
E13 E23 E33

 . ✭✷✳✺✶✮
✺✹
✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❲✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛✱ ❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛✱
❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹✱ ▲❛♠❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Eij ✐♥ ✭✷✳✺✵✮ ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
❡①tr❛✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡❡❦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
u(x, E11, E12, · · · , E33) ≈
N∑
i=1
Xi(x) ◦ E11i (E11) ◦ E12i (E12) ◦ E13i (E13) ◦ E22i (E22) ◦ E23i (E23) ◦ E33i (E33), ✭✷✳✺✷✮
✇❤❡r❡ ◦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭✷✳✺✷✮✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ ω✱ ♥❛♠❡❧②{
ε(x, E11, E12, E13, E22, E23, E33)
σ(x, E11, E12, E13, E22, E23, E33)
, ✭✷✳✺✸✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❛s str❡ss✱ E ❛♥❞ Σ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳
✭✷✳✹✼✮✳ ❆s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞ E ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✺✶✮✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ(E) ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
Σ(E) = 〈σ(x, E11, E12, E13, E22, E23, E33)〉. ✭✷✳✺✹✮
◆♦✇✱ ❛s ♠❛♥② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✲str❡ss ❝♦✉♣❧❡s (Σm,Em)✱ m = 1, . . . ,M ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❜② s✐♠♣❧② ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✺✹✮✳ ❊❛❝❤ str❡ss✲str❛✐♥
❝♦✉♣❧❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t Pm ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D = 12 ✭t❤❡ s✐① ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ❱♦✐❣t✬s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r
❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r r❡❛❞s ❛s ❛ 6× 6 sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳
❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r Pm t❤✉s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡t ♦❢ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ✐s ❛ s❡t ♦❢ M ♣♦✐♥ts ✐♥ RD✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡
♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ RD✱
t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ■♥ ✇❤❛t
❢♦❧❧♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t s✉❝❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✇r✐t❡
Pm =
M∑
i=1
WmiPi, ✭✷✳✺✺✮
✇✐t❤ Wmi = 0 ✐❢ i /∈ Sm✱ ❜❡✐♥❣ Sm t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ K✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ Pm✳ ❇②
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
H(C) =
∑
i∈Sm
(Σi −C ·Ei)2, ✭✷✳✺✻✮
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r C(Pm) ≡ Cm✳
✷✳✸✳✶✳✷ ▼❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❖♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉rC(P) ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❛❦ ❢♦r♠∫
Ω
E∗(X) : Σ(X) dX =
∫
ΓN
U∗(X) ·T(X) dX, ✭✷✳✺✼✮
✺✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ P(X) ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ X✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦✉r C(P(X)) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛t t❤❡ ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✮✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡✱ ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t✬s ♥♦t❛t✐♦♥✱∫
Ω
E∗(X) · (C(X)E(X)) dX =
∫
ΓN
U∗(X) ·T(X) dX. ✭✷✳✺✽✮
✇❤❡r❡ T(X) ❛r❡ t❤❡ ♠❛❝r♦ tr❛❝t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ΓN ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
✉s✱ ✐♥ t✉r♥✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭U(X)✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐t✱ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
✷✳✸✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✿ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞
✉♣s❝❛❧✐♥❣
■s♦t❤❡r♠❛❧ ✢♦✇s ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✢✉✐❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳
❋♦r ✐♥❡rt✐❛❧❡ss ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱ t❤❡s❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❛❞✱
∇ · σ = 0, ✭✷✳✺✾✮
❛♥❞
∇ · v = 0. ✭✷✳✻✵✮
❍❡r❡✱ σ ✐s t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ v t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❜♦t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t ❛t ❡❛❝❤
♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωf ✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❛ss✉♠❡❞
❢✉❧❧② s❛t✉r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ωf ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt
Ωs = Ω− Ωf ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛t r❡st✳
❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢✉✐❞✬s r❤❡♦❧✲
♦❣②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❡ ♠♦st ✉s✉❛❧ ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ◆❡✇t♦♥✐❛♥✱
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ❜r✐❡✢② s✉♠✲
♠❛r✐③❡❞ ❜❡❧♦✇✿
• ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❋♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s
σ = −pI+ τ = −pI+ 2ηD, ✭✷✳✻✶✮
✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✱ τ t❤❡ ❡①tr❛✲str❡ss
t❡♥s♦r✱ η t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ D t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t✱ 2D = ∇v + (∇v)T ✳
• ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✶✮ r❡♠❛✐♥s ❢♦r♠❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉t ❛ ✈✐s❝♦s✐t② η t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ str❛✐♥ r❛t❡ γ˙✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳ γ˙ =
√
2D : D✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡
♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✈✐s❝♦s✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②
η = κγ˙n−1, ✭✷✳✻✷✮
✇❤❡r❡ κ ❛♥❞ n ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
n = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳
✺✻
✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
• ◗✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ■♥ t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ♥♦t ♠❡r❡❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❜✉t
❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ q✉❛s✐✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ ❡✳❣✳ s❤❡❛r✲t❤✐♥♥✐♥❣ ✐♥ s❤❡❛r ✢♦✇ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✲
t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✐♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞ r❡❛❞s
σ = −pI+ 2ηQND, ✭✷✳✻✸✮
✇❤❡r❡ ηQN ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r s❤❡❛r ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② χ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✭s❤❡❛r✱ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦r r✐❣✐❞ ♠♦✲
t✐♦♥✮ ❬❘②ss❡❧ ✫ ❇r✉♥♥ ✶✾✾✾✱ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✫ ▼❡♥❞❡s ✷✵✵✺❪✳ ■♥ ❬❘②ss❡❧ ✫ ❇r✉♥♥ ✶✾✾✾❪
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✷❉ ♣❧❛♥❛r ✢♦✇s✿
ηQN (γ˙, χ) = (ηS(γ˙))
f(χ)
(ηE(ǫ˙))
1−f(χ)
, ✭✷✳✻✹✮
✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ηS ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ γ˙ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ηE ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ǫ˙✱ ✇✐t❤ 2ǫ˙ = γ˙✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f(χ) s❛t✐s❢②✐♥❣
f(χ) =
{
1, if χ = 1
0, if χ = 0
, ✭✷✳✻✺✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ s❤❡❛r ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❤❡r❡ ♣❧❛♥❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r f(1 < χ ≤ 2) = 1
❢♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ s❤❡❛r r❛t❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ r✐❣✐❞ r♦t❛t✐♦♥✳
• ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ r✐❣✐❞ r♦❞s ✐♥ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
r✐❣✐❞ r♦❞s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬❇✐♥❡tr✉② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ r❡❛❞s
σ = −pI+ 2ηD+ 2ηNp(a : D)a, ✭✷✳✻✻✮
✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ Np ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ a ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦❧❣❛r ✫ ❚✉❝❦❡r ♠♦❞❡❧
a˙ = ∇v · a− a · (∇v)T − 2(a : D)a+ β
(
a− I
3
)
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■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r a ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
✷✳✸✳✷✳✶ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❚❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ω(X)✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❝♦❡①✐st✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ωf (X) ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡✱ ❛ss✉♠❡❞ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ❛t r❡st✱
♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ωs(X)✱ ✇✐t❤ ωf (X) ∪ ωs(X) = ω(X) ❛♥❞ ωf (X) ∩ ωs(X) = ∅✳ ❚❤❡
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②

∇ · σ = 0
∇ · v = 0
σ = −pI+ τ
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✺✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❍❡r❡✱ τ = τ (D) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s ❛♥❞ τ = τ (D,a) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r♦❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v(x ∈
∂ω(X)) = V✱ ✇❤❡r❡ V ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✻✽✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ v(x ∈ ωf (X))✱ ❛♥❞ ❢r♦♠
✐t t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ D(x ∈ ωf (X))✳
❖♥❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r DP(V;X) ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② V ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ω✿
DP(V;X) =
∫
ωf (X)
σ(x) : D(x)dx. ✭✷✳✻✾✮
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ DPm ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ DP ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✻✾✮
❜② t❤❡ ❘❱❊ ✈♦❧✉♠❡ |ω(X)|✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ ♣✉r❡❧② ✈✐s❝♦✉s✱ t❤❡② ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞
♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐t✳ ■♥ ❉❛r❝②✬s
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r DPM r❡❛❞s
DPM (∇P,V) = ∇P ·V. ✭✷✳✼✵✮
❚❤✉s✱ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
DPm = ∇P |X ·V(X), ✭✷✳✼✶✮
♦r ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② Keff (X)✱
∇P |X = K−1eff (X)V(X), ✭✷✳✼✷✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✿
DPm(V;X) = K−1eff (X) : (V(X)⊗V(X)). ✭✷✳✼✸✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ DPm(V) r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ X✿
K−1eff (X) =
1
2
d2DPm(V;X)
dV2
. ✭✷✳✼✹✮
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s s❝❛❧❡
❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r
s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳
❚❤✉s✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❡❞ ♠❛❝r♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❆❢t❡r s♦❧✈✲
✐♥❣ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② V ❛t
❡❛❝❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ X✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳
✭✷✳✼✹✮✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛❧♠♦st r❡❛❧✲t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✤✐♥❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❛ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳
✷✳✸✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✳✷✸✳
✺✽
✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ❘❱❊ ❢♦r t✇♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✿ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ✭r✐❣❤t✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ❙♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸ ✭❧❡❢t✮
✷✳✸✳✸✳✶ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r DPM ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✭✷✳✷✹✮
❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✷✳✼✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② V
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✐s ❛ ♣✉r❡❧②
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❜② t❤❡
✈✐s❝♦s✐t②✳
❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✻ ❛♥❞ ✷✳✷✼ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ◆❡✇✲
t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸✱
❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❛❧✲
♠♦st ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
t❡♥s♦r ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♦r✲
t❤♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✳
❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥
✺✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺ ✕ ❙♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦r✲
t❤♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸ ✭r✐❣❤t✮
❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♦✉r
❢♦r♠❡r ✇♦r❦s ❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❝❪✳
✷✳✸✳✸✳✷ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ r♦❞s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ r♦❞s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❛♥❞ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
σ = −pI+ 2ηD+ 2ηNp(a : D)a, ✭✷✳✼✺✮
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r a ✇❤♦s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛✲
t✐♦♥
a˙ = ∇v · a− a · (∇v)T − 2(a : D)a+ β
(
a− I
3
)
. ✭✷✳✼✻✮
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ω ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② V
s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ω✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✻✮✱ ♦♥❡
♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ∂−ω ⊂ ∂ω ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
V · n(x ∈ ∂ω) < 0✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂ω ❛t ♣♦✐♥t x✳
❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❛ r❡❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ✐ss✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥
♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛♥ ✉♣s❝❛❧❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r A ≡ 〈a〉✱ ✇❡ ❝❛♥✲
♥♦t ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♣r♦♣❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r A ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s V ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉❛r❝② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞
❛♥❞ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❡①✐st✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✜❜❡rs ❧❡♥❣t❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♥❡❣❧❡❝t ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬P❡r❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱ ❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳
❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡
✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ∂−ω ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s
✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝②✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛r❜✐tr❛r② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛t ∂−ω✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s❡ t♦rt✉♦s✐t② t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❡♥t❛✐❧✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
r❛♣✐❞❧② ❢♦r❣❡ts ✐ts ❡♥tr❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❢❛❞✐♥❣ ♠❡♠♦r②✮ ❛♥❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✈❡❧♦❝✐t②✲❞r✐✈❡♥✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② V
t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
✻✵
✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻ ✕ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✿ Kxx ✭t♦♣✮✱ Kxy ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ Kyy ✭❜♦tt♦♠✮
✻✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼ ✕ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✿ Kxx ✭t♦♣✮✱ Kxy ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ Kyy ✭❜♦tt♦♠✮
✻✷
✷✳✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ∂−ω✱ t❤❡
s✐♠♣❧❡st ♦♥❡s ❜❡✐♥❣✿ ✭✐✮ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ st❛t❡ a(x ∈ ∂−ω) = I/2 ♦r I/3 ✐♥ t❤❡
✷❉ ♦r ✸❉ ❝❛s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♦❢ r♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇✱
a(x ∈ ∂−ω) = (V ⊗V)/‖V‖2❀ ♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛t t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ a(x ∈ ∂−ω) = Aˆ✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② V s♣❡❝✐✜❡❞
♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ω ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ∂−ω✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❝❛❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ v(x)✱ D(x)✱ τ (x) ❛♥❞ a(x) ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ x ✐♥ t❤❡
✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ωf ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r DP ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
A = 〈a(x)〉✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ✈❡❧♦❝✐t②✲❞r✐✈❡♥✱ ✇❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛♥✐❢♦❧❞s DP(V) ❛♥❞ A(V)✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛♥✐❢♦❧❞ ②✐❡❧❞s
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✜❡❧❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦rA ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② V✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡
❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳
❯♥❧✐❦❡ ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② V✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✾✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦❞s ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳
✷✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✢♦✇s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤♦s❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②
✭❡♥❢♦r❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✳
❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ P●❉✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ r♦❞s
✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❚❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞
♣♦✇❡r ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ st❛t❡ t❤❛t ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦st❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ❝r✉❝✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❞✐♥❣ ♠❡♠♦r②✳
✻✸
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❤❛✈✐♦✉rs ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛
♠❡t❤♦❧♦❣② ❝❛❧❧❡❞ s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭sP●❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s P●❉
❬❈✉❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ r❛t✐♦♥❛❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❧♦❣②
❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
✐t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ sP●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s
❜❡❡♥ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ♠❡❡t s❛❢❡t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❛ ❝r❛s❤ t❡st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜②✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❤✐r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥
❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❛♣❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❆❚P✮ ♣r♦❝❡ss✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❡①♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛✐♠s t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ t❤❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜✉t ♦♥❧② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞
❛ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s s✉❝❤ ❛s tr❛♥s✐❡♥t
♣r♦❜❧❡♠s ♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ✜✈❡ ♣❛♣❡rs✱ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ t✇♦
s✉❜♠✐tt❡❞✱ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❏✳
▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤✲
♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✶✷✱ ✶✲✶✶✱ ✷✵✶✽✳
• ❱✳ ▲✐♠♦✉s✐♥✱ ❳✳ ❉❡❧❣❡r✐❡✱ ❊✳ ▲❡r♦②✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❈✳ ❆r❣❡r✐❝❤✱ ❋✳ ❉❛✐♠✱ ❏✳ ▲✳ ❉✉✈❛❧✱
❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞
❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈r❛s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❝s & ■♥❞✉str②✳
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❏✳▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱
❍②❜r✐❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞✲
❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ❉❖■✿✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✷✷✽✾✲✵✶✽✲✶✹✹✽✲①✱ ✶✲✾✱
✷✵✶✽✳
✻✽
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
• ❈✳ ❆r❣❡r✐❝❤✱ ❆✳ ▲❡♦♥✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❇❛r❛s✐♥s❦✐✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱
Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛♥ ❆❚P ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣✳
❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✺✵✸✹✽✶✼✱ ✷✵✶✽✳
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❏✳▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱
❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳
✸✳✶ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ t♦ ✉s❡ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡✈❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙✉❝❤ s❡♣❛r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r✐♦r✐ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❝♦✐♥❡❞ ❛s Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪
❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ▲❛❞❡✈❡③❡ ✷✵✶✹❪ ❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❬❈✉❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❬❇❛❞í❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭sP●❉ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ s❤♦✇s t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐ts ♣♦✇❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ q✉❡r② ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥ ✉♣ t♦ t❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳
✸✳✶✳✶ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❋♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y) ❧✐✈❡s ✐♥ R2
❛♥❞ t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ s♣❛rs❡ ❞❛t❛✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❬▼❛♥❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠∫
Ω
w∗(x, y) (u(x, y)− f(x, y)) dxdy = 0, ✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ Ω ⊂ R2 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡✖❤❡r❡✱ st✐❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✖❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ w∗(x, y) ∈ C0(Ω) ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ u(x, y)
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ f(x, y)✱ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s
♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳✱
❬▼❛♥❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✮✱ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮✱ t❤❡
♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ uM (x, y) ≈ u(x, y) ❛s ❛ s❡t ♦❢ s❡♣❛r❛t❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
uM (x, y) =
M∑
k=1
Xk(x)Y k(y). ✭✸✳✷✮
✻✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛✐rs Xk(x)Y k(y)✱ k = 1, . . . ,M ✱ ✐s
❞♦♥❡ ❜② ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❛♥❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✉❝❤ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r M − 1 ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♥❡✇ M ✲t❤ ♦r❞❡r t❡r♠
uM (x, y) = uM−1(x, y) +XM (x)YM (y) =
M−1∑
k=1
Xk(x)Y k(y) +XM (x)YM (y)
✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ✭P✐❝❛r❞✱ ◆❡✇t♦♥✱ ✳✳✳✮
■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
✭❤❡r❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ u✮ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s❡❡
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s s❡♣❛r❛t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞✲
❡❧s✮ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t✇♦✳ ■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ w∗ = u∗ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f(x, y) ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐s t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛❧♠♦st ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❡st❡❞ s♦ ❢❛r✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ w∗(x, y) t✐♠❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y) ✐s ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❢❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡
❧♦✇✲❞❛t❛ ❧✐♠✐t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜rst ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭st✐❧❧ ✷❉ ✐♥ t❤✐s
✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P●❉ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥
❡✐t❤❡r f(x, y) ✐s ❦♥♦✇♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t ♦r ✐❢ f(x, y)
✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t ❜✉t ❛ ❢❡✇ ♣❛✐rs M ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛♥② r❡❛s♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤✐s
r❛t✐♦♥❛❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, y) tr✐❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜✉t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠❛t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡
t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ♣❡rs✐st
✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡♣❛r❛t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✇❡ ❡♥✈✐s❛❣❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st ❦♥♦✇♥ ❛t P s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts (xi, yi)✱ i = 1, . . . , P ✱
✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦t ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t t♦ ❡①♣r❡ss
✐t ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱
w∗(x, y) =u∗(x, y)
P∑
i=1
δ(xi, yi)
=
(
X∗(x)YM (y) +XM (x)Y ∗(y)
) P∑
i=1
δ(xi, yi), ✭✸✳✸✮
❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ∫
Ω
w∗(x, y) (u(x, y)− f(x, y)) dxdy
=
∫
Ω
u∗(x, y)
P∑
i=1
δ(xi, yi) (u(x, y)− f(x, y)) dxdy = 0,
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ w∗(x, y) ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✸✳✸✮ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡s✐r❡ ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛♥✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ st❛♥❞❛r❞
❇✉❜♥♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Xk(x)✱
Y k(y)✱ k = 1, . . . ,M ✱ ✭♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦❞❡s✮ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s
✼✵
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts✱ s♣❧✐♥❡s✱ ❦r✐❣✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞
♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t t♦ ✉s❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ♠❛tt❡r
✇❤✐❝❤ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s
Xk(x) =
N∑
j=1
Nkj (x)α
k
j =
[
Nk1 (x) . . . N
k
N (x)
] 
αk1
✳✳✳
αkN

 = (Nkx)Tak, ✭✸✳✹✮
Y k(y) =
N∑
j=1
Nkj (y)β
k
j =
[
Nk1 (y) . . . N
k
N (y)
] 
βk1
✳✳✳
βkN

 = (Nky)Tbk, ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ αkj ❛♥❞ β
k
j ✱ j = 1, . . . , N ✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② Nk ❛s t❤❡ ♠♦st ✉s✉❛❧ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ■t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♠♦❞❡ t♦ ♠♦❞❡
✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ❢♦r ❜♦t❤
Xk(x) ❛♥❞ Y k(y)✱ ♥❛♠❡❧②✱ N ✳
❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✺✮ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ♣r♦❞✲
✉❝ts ♦❢ t❡r♠s ✐♥ ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❤❡r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦
❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ P●❉ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡s XM (x)✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✱ Y ∗(y) = 0✱
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✜rst ❡♠♣❧♦② t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ✏⊗✑ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ✭✐✳❡✳✱ b⊗ c = bicj✮✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s
Akℓx = N
k
x ⊗Nℓx,
Akℓy = N
k
y ⊗Nℓy,
Ckℓxy = N
k
x ⊗Nℓy.
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♣❡r❛t♦rs
❛t ♣♦✐♥t (xi, yi) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
Akℓxi = N
k
x(xi)⊗Nℓx(xi),
Akℓyi = N
k
y(yi)⊗Nℓy(yi),
Ckℓxiyi = N
k
x(xi)⊗Njy(yi).
❊qs✳ ✭✸✳✻✮✲✭✸✳✼✮ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱
❊q✳ ✭
r❡❢s❡❝✸✲✶✿✇❡❛❦❢♦r♠✶✮✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ M st❛♥❞s ❢♦r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, y) ✇❤✐❧❡ P ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
∫
Ω
u∗(x, y)
P∑
i=1
δ(xi, yi)u(x, y)dxdy
=
M∑
k=1
P∑
i=1
(
(bM )TAMkyi b
k
) (
(a∗)TAMkxi a
k
)
, ✭✸✳✻✮
✼✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
∫
Ω
u∗(x, y)
P∑
i=1
δ(xi, yi)f(x, y)dxdy =
P∑
i=1
f(xi, yi)
(
(a∗)TCMMxiyi b
M
)
. ✭✸✳✼✮
❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
Mx =
P∑
i=1
((bM )TAMMyi b
M )AMMxi ,
mx =
M−1∑
k=1
P∑
i=1
((bM )TAMkyi b
k)AMkxi a
k,
fx =
P∑
i=1
f(xi, yi)C
MM
xiyi
bM ,
❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s
Mxa
M = fx −mx. ✭✸✳✽✮
❊①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r
bM ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❝❤❡♠❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
XM (x) ❛♥❞ YM (y) ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❞❡s❡r✈❡ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✿
✶✳ ◆♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t f(x, y) ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ✐ts ✈❛❧✉❡
❛t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✷✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rMx ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P r❛♥❦✲♦♥❡ ✉♣❞❛t❡s✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ s✉❝❤
♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛t ♠♦st P ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ xi✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉❜s❡t ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐t②✳
✸✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ P●❉ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♠❛rt s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ r❛♥❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❛♥❦ ♦❢
t❤❡ P●❉ ♦♣❡r❛t♦r ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ a ❛♥❞ b ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❞❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ str❛t❡❣✐❡s t♦ s♠❛rt❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r ❦♥♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♦✉❣❤t r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡
♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts
✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ♠❛❦✐♥❣
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❧❛t✐♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❧❛t✐♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ tr✐❡s t♦ ❝♦❧❧♦❝❛t❡ P s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ x ❛♥❞ y ❛①✐s ❛r❡ ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✸✳✶✳✷ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✶❉ ❜❛s✐s ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡
✼✷
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❜❛s✐s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✭♦r ❡♥r✐❝❤❡♠❡♥ts✮
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s♠♦♦t❤❡rs ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱
❛✈♦✐❞✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳
✸✳✶✳✷✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❜❛s✐s
❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✇❛s ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✶❉ ❜❛s✐s ✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐✳❡✳ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❡ ♠❛②
t❤✐♥❦ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑r✐❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❑r✐❣✲
✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❤✐st♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣
s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❘✉♥❣❡✬s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ♣r♦♣❡r❧②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛t t❤❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛t♦✲
❈❤❡❜②❝❤❡✈ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ s♦ t❤❛t ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥❧✐❦❡❧② ❡✈❡♥ts✳
❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ D(xi − xj)❂Dij ✱ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✶❉ ❞♦♠❛✐♥✱
Xk(x) =
N∑
i=1
αki
N
+
N∑
j=1
λ(x− xj)
(
αkj −
N∑
l=1
αkl
N
)
,
✇❤❡r❡ λ(x − xj) ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ αi ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ xi ❑r✐❣✐♥❣
❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ t❤✐s str❛t❡❣② s♦ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈✐t② str❛t❡❣② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✶❉ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①✐st✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s
Dij = D(xi − xj) = 1
σ
√
2π
e−
(xi−xj)
2
2σ2 ,
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞
t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts✱ ❡✳❣✳✱ σ = h
√
(xi+1 − xi)2✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ h s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ h s❤♦✉❧❞
❜❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ]0,+∞[✳
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ ❛ s❡t ♦❢ C ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts
xcp = [xcp1 , x
cp
2 , . . . , x
cp
C ],
❛♥❞ t❤❡ P s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts
xsp = [xsp1 , x
sp
2 , . . . , x
sp
P ].
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ✐♥ t✉r♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s
Ccp−cpij = D(xcpi − xcpj ),
Ccp−spij = D(xcpi − xspj ).
✼✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❑r✐❣✐♥❣ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ σ =
√
(xi+1 − xi)2 ❢♦r ✼ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✶❉ ❞♦♠❛✐♥✳
❯♥❞❡r t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛s
Λ = (Ccp−cp)−1Ccp−sp,
✇❤❡r❡ λ(xcpi − xspj ) = Λij ✳
■❢ ✇❡ r❡♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡
❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Nkx✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦
Xk(xspj ) =
N∑
i=1
Nki (x
sp
j )α
k
i = [N
k
1 (x
sp
j ) . . . N
k
N (x
sp
j )]


αk1
✳✳✳
αkN

 = (Nkxsp
j
)Tak,
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Nki (x
sp
j ) =
1−∑Nj=1 Λij
N
+ Λij .
❋✐❣s✳ ✸✳✶✲✸✳✷ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✉s✐♥❣ ✼ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r h = 1 ❛♥❞ h = 13 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛ ✭✐✳❡✳✱ str✐❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
✉♥✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ h✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t 99 ♣❡r ❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣r✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ [m−3σ,m+3σ]✱ ❜❡✐♥❣ m t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐ss✉❡ ❡①♣❧❛✐♥s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧ ✇❤② t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛❦❡s ✷
❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ h = 13 ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦
st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶ ♣❡r
❝❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ r✐❞❣❡s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑r✐❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝r❡❛t❡❞
❥✉st s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣❧♦❜❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❛❧✇❛②s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✳
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✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❑r✐❣✐♥❣ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ σ = 1
3
√
(xi+1 − xi)2 ❢♦r ✼ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✶❉ ❞♦♠❛✐♥✳
✸✳✶✳✷✳✷ ▼♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② str❛t❡❣②
■♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ M ♠♦❞❡s
♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ s❡❡ ❡q✳ ✭✸✳✷✮✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥t♦ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s✐s t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s✿
N1 = N2 = . . . = NM .
❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞
s♣❛rs❡ ❞❛t❛✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉❝❤✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡
s❡♣❛r❛t❡❞ s②st❡♠ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ♠✉st ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s✱ ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ♥♦t ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧♦✇✲❞❛t❛ r❡❣✐♠❡✱ ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❛♣♣❡❛r ♦✉t ♦❢
t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✲❜❛s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
P●❉✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣r❡❡❞② P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ❡♥r✐❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② M ♠♦❞❡s✱
uM (x, y) =
M∑
k=1
Xk(x)Y k(y),
❥✉st ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣♦✐♥ts ✐s t♦ st❛rt t❤❡ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ ❜❛s✐s ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥ ♦r❞❡r
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ P●❉ r❡s✐❞✉❛❧✱
RMP =
1√
P
√∑
i∈P
(f(xi, yi)− uM (xi, yi))2,
✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ P ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ f(x, y) ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳
■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ st❛❣♥❛t❡s✱ ❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❜❛s✐s ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐♥✲
tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❑r✐❣✐♥❣
✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
∆RMP = RMP −RM−1P < ǫr.
❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❜❛s✐s ✇✐❧❧ tr② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♦♥❧②
✇❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✳ ❍❡r❡✱ ǫr ✐s ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sP●❉ t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ǫr ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡s✐❧✐❡♥t t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳
❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r t✇♦ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✿ t❤❡
✜rst s❡t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ P✱
EP = 1
#P
∑
s∈P
√
(f(xs, ys)− uM (xs, ys))2
f(xs, ys)2
,
✇❤❡r❡ f(xs, ys) ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ L ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣♦✐♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥✖✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✖❛t ♣♦✐♥ts ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♦♥❡s✱
EL = 1
#L
∑
s∈L
√
(f(xs, ys)− uM (xs, ys))2
f(xs, ys)2
.
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✲P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡rr♦r ♦♥❧② ❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts P ✐t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t EP ≤ EL✳
❚♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
f1(x, y) = (cos(3πx) + sin(3πy))y
2 + 4,
t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❛ q✉✐t❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωy = Ωx = [−1, 1]✳
❋✐❣s✳ ✭✸✳✸✮✲✭✸✳✹✮ s❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦rs EP ❛♥❞ EL ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f1(x, y)✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ♥♦ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❛❧
❛❞❛♣t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t EP ✭❛st❡r✐s❦s✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t②✳
❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r✐❝❤❡r ❜❛s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ✇❡❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t②
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞
✇✐t❤ ♥❡✇ ♠♦❞❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞r✐✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
✼✻
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ EL ✭♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ EP ✭❛st❡r✐s❦✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r f1(x, y)✱
#P = 100✱ #L = 1000✳ ◆♦ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ EL ✭♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ EP ✭❛st❡r✐s❦✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r f1(x, y)✱
#P = 100✱ #L = 1000✳ ▼♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱ ǫr❂✶❡✲✷✳
✼✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ EL ♦❢ f1(x, y) ✈❛r②✐♥❣ #P ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ #L =
1000✳
✸✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r✱ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦r ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ s✐♠♣❧❡✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t
s❡t s✐♥❝❡ t❤❡② r❡❧② ♦♥ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❙♣❛rs❡ ❙✉❜s♣❛❝❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭❙❙▲✮ ❬❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❛❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛t♦✲❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♣♣❡❛r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ s♦ t❤❛t t❤✐s q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐s ♠❡❛♥t ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✈❛r② ♠❛✐♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱
♠❛♥② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s✲P●❉
♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst t✇♦ s②♥t❤❡t✐❝ ✷❉ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ t✇♦ ✷❉ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ P❧❛st✐❝
❨✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞❀ ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ✶✵❉ s②♥t❤❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ s✲P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✸✳✶✳✸✳✶ ✷❉ s②♥t❤❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s f1(x, y)✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺
s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭EL✮ ♦❢ f1(x, y) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ s✲P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❤❡ ❙❙▲ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡rr♦r ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
✶✺✵ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
✼✽
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ EL ♦❢ f2(x, y) ✈❛r②✐♥❣ #P ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ #L =
1000✳
❆ s❡❝♦♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
f2(x, y) = cos(3xy) + log(x+ y + 2.05) + 5.
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωx = Ωy = [−1, 1]✳ ■t ✇❛s
❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥t
t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙❙▲ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ f2(x, y) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ❜♦t❤ ❙❙▲ ❛♥❞ s✲P●❉♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ♣r❡s❡♥t t❤❡
❜❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡✱ t❤❡ ❙❙▲ ♠❡t❤♦❞
✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥❛t✉r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✇♦rst ❡rr♦r ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
✸✳✶✳✸✳✷ ✷❉ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥✈❡✐❧❡❞ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✈❡r②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❡t❤♦❞s ❜② tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠♦❞❡❧s ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ P❧❛st✐❝
❨✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ t❤❡r♠❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳
❋✐❣✳ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇❛r❧❛t ❡t
❛❧✳ ✐♥ ❬❄❪✳ ❯♥❞❡r ♣❧❛♥❡ str❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤✐s ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s R(θ, σxy)✳
❚❤❡ R(θ, σxy) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✱ ✇❤❡r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② s❡❡♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ σxy✳
✼✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❇❛r❧❛t✬s ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣❧❛♥❡ str❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
❋✐❣✳ ✸✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛r❧❛t✬s ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ s✲P●❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡st ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✲P●❉ ✐s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
∇ · (η(x, t)∇(u(x, t))) = f(t), ✐♥ Ωx × Ωt = [−1, 1]× [−1, 1], ✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛r✐❡s ✐♥ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛s
η(x, t) = (1 + 10 ❛❜s(x) + 10x2) log(t+ 2.5) u(1, t) = 2 ✭✸✳✶✵✮
f(x, t) = 10 cos(3πt) u(−1, t) = 2, ✭✸✳✶✶✮
❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✈❛r✐❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛t ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉❡ t♦ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡
s❡t ♦❢ ❊qs✳ ✭✸✳✾✮✲✭✸✳✶✶✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t✐♠❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦❞✐✜❡s ❧♦❝❛❧❧② t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛①✐s✳ ❙②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ x = 0 ❛①✐s
✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r❡s❡♥ts ❛ s②♠♠❡tr② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐s✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❝❡rt❛✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ s✲P●❉ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧
✽✵
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ R(θ, σxy) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❇❛r❧❛t✬s ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ EL ♦❢ R(θ, σxy) ✈❛r②✐♥❣#P ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
#L = 1000✳ ǫr = 5 · 10−4✳
✽✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ u(x, t)✳
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙❙▲ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x, t) ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
✸✳✶✳✸✳✸ ❆ ✶✵❉ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡
■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② t❤❛t s✲P●❉ ♣r❡s❡♥ts ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✱ ❛♥
N ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭ND✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ N ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✲P●❉ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s
f3(x1, x2, . . . , xN ) = 2 +
1
8
N∑
i=1
xi +
N∏
i=1
xi +
N∏
i=1
x2i ,
✇✐t❤ N = 10 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭EP ✱ ❛st❡r✐s❦s✮ ❛♥❞
♣♦✐♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭EL✱ ✜❧❧❡❞ ♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤❡ L ❞❛t❛ s❡t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② 3000 ♣♦✐♥ts✱
t❤❡ P ❞❛t❛ s✉❜s❡t ❢♦r t❤❡ s✲P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② 500 ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✷❉ ❡①❛♠♣❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡
♣❛✐❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❜❛s✐s ✇✐t❤♦✉t ♠❛♥② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞✳
✸✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ s♣❛rs❡ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✉♥❞❡r t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥
✽✷
✸✳✶✳ ❆ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❚❤❡ ❙♣❛rs❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ EL ♦❢ u(x, t) ✈❛r②✐♥❣ #P ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ #L =
1000✳ ǫr = 2.5 · 10−3✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ EL ✭♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ EP ✭❛st❡r✐s❦✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r
f3(x1, x2, . . . , xN )✱ #P = 500✱ #L = 3000✳ ▼♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱
ǫr = 1e− 3✳
✽✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇✐t❤ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉❣❤t ♠♦❞❡❧
♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠♦❞❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ✐s s♣❛rs❡✳
❚❤❡ sP●❉ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✈❡rs✉s ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ sP●❉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
✸✳✷ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣♦rtr❛✐t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ sP●❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✿
• ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❛s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r ●❡st❛♠♣ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r str✉❝t✉r❛❧ ❞❡s✐❣♥ s✐♥❝❡ ✐t
♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❛❢❡t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝r❛s❤ ♦❝❝✉rs✳ ■♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ sP●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ s❛❢❡t②
✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s
❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❡❡t s❛❢❡t②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛ss ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ●❡st❛♠♣✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ P❛♠✲❈r❛s❤ s♦❧✈❡r ♦✇♥❡❞
❜② ❊❙■ ●r♦✉♣✳
• ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❍②❜r✐❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t♦ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r ❊❙■ ●r♦✉♣ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦rr❡❝t✐♥❣
❡①✐st✐♥❣ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ sP●❉ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥t ♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s
❢♦✉♥❞ ❜② ❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❥✉st ❝r❡❛t❡❞ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧✳
• ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❛♣❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❆❚P✮ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ◆❛♥t❡s ❛♥❞ ❆✐r❜✉s ❣r♦✉♣✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥t♦ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧② ✐♥ ❛ ❆❚P ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ sP●❉ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ t♦♦❧s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡s✳
✸✳✷✳✶ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❛s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❛r ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❝❡rt❛✐♥ s❛❢❡t② st❛♥❞❛r❞s
t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❡t❤❛❧ ✐♥❥✉r✐❡s ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝r❛s❤ ♦❝❝✉rs✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✐s
❡①tr❡♠❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❝❛r✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ♣♦rtr❛✐ts t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛t❡r❛❧
❝r❛s❤ ♦❝❝✉rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛r str✉❝t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ❝❛✈✐t② ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str✉❝t✉r❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳
✽✹
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛t❡r❛❧ ❝r❛s❤ t❡st✳ ❈♦♥t♦✉r ✐♥tr✉s✐♦♥ t♦✇❛rs t❤❡ ❝❛r
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✲P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛r✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ ❛ ❇✲P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ ❞♦♦rs ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝❛r ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝r❛s❤ ♦❝❝✉rs✳
❯♥❧✉❝❦✐❧②✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② ❝r❛s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱
t❤✉s✱ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❇✲P✐❧❧❛r ❞❡s✐❣♥s ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❛✛♦r❞❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❇✲P✐❧❧❛r s✉❜♣❛rts✮ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s✱ ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢
■♥t❡r❡st ✭◗♦■✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s❡❡❦❡❞✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ◗♦■✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts ♦♥ t❤✐s ❇✲
P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉r ♦❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞②✳ ❚❤✐s ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❤❡✐❣❤t ♦r❞❡r ❯♣♣❡r ✭❯✮✱ ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r ✭▼❯✮✱ ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ✭▼▲✮ ❛♥❞ ▲♦✇❡r ✭▲✮✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t t❤❛♥ t❤❡ ❤❡❛❞✱ t❤♦r❛①✱ ❛❜❞♦♠❡♥ ❛♥❞ ♣❡❧✈✐s
♦❢ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆✈♦✐❞✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥tr✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s
❝♦♠♣✉❧s♦r② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t s✉✛❡r ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❥✉r✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✴ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜♦t❤ ✐♥tr✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❇✲P✐❧❧❛r ❞❡s✐❣♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝r❛s❤ ♦❝❝✉rs
✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳
✽✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
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✶✵ ✶✵✽ ✶ ✶✳✶ ✶✳✵✺ ✵✳✾✽
✶✶ ✶✵✽ ✵✳✾✺ ✶✳✶✺ ✶✳✺✺ ✶✳✷✸
✶✷ ✶✵✽ ✵✳✾ ✶✳✻✺ ✶✳✺✺ ✶✳✶✹
✶✸ ✶✵✽ ✶✳✷ ✶✳✷ ✶✳✻ ✵✳✽✹
✶✹ ✶✵✼ ✵✳✾✺ ✶✳✻ ✶✳✶ ✵✳✽✷
✶✺ ✶✵✼ ✶✳✶ ✶✳✸✺ ✶✳✺ ✶✳✸✵
✶✻ ✶✵✽ ✶✳✶ ✶✳✹ ✶✳✷✺ ✵✳✽✶
✶✼ ✶✵✽ ✶✳✸ ✶✳✶ ✶✳✶ ✶✳✶✺
✶✽ ✶✵✽ ✶✳✶ ✶✳✻✺ ✶✳✺✺ ✵✳✾✶
✶✾ ✶✵✼ ✶✳✸ ✶✳✶ ✶✳✷✺ ✶✳✶✵
✷✵ ✶✵✼ ✵✳✾ ✶✳✶✺ ✶✳✷ ✶✳✷✺
✷✶ ✶✵✼ ✶ ✶✳✷ ✶✳✸✺ ✵✳✾✷
✷✷ ✶✵✼ ✶✳✸ ✶✳✻ ✶✳✻ ✶✳✷✹
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❙❡t ♦❢ ❋✐①❡❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❉♦❊
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② ③✱
t2✱ t1✱ t3 ❛♥❞ ②✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t1✱ t2 ❛♥❞ t3 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s✐♥❣
t❤❡ ❇✲P✐❧❧❛r✱ ✇❤❡r❡❛s z ❛♥❞ y ♠❛❦❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❞✉❝t✐❧❡ ❛r❡❛ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r s✉❜str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❉♦❊✮ ❝♦♥s✐sts ♦♥
✷✷ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ P❆▼✲❈r❛s❤ s♦❧✈❡r ❢r♦♠ ❊❙■ ●r♦✉♣✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❍❛✈✐♥❣ s❛✐❞ t❤❛t✱ t❤❡ ✜rst r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥tr✉s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤✉s✱ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❝❡rs
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐s tr❡❛t❡❞
❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❇✲P✐❧❧❛r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t❤♦r❛①✱ ❛❜❞♦♠❡♥ ❛♥❞ ♣❡❧✈✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡r✳
✸✳✷✳✶✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ■♥tr✉s✐♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇✲P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦❊ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥
✽✻
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❛t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❇✲P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡✳
tr❡♥❞✱ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✵✺ s❡❝♦♥❞s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r❛s❤✱
❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣❛❝t ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞ ❞✉❡ t♦
s♣r✐♥❣❜❛❝❦ ❡✛❡❝ts✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t✉rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✲P✐❧❧❛r ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ s❛❢❡t② ✐♥❞✐✲
❝❛t♦r✱ t❤❡ ✜rst s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❯✱ ▼❯✱
▼▲✱ ▲ ♣♦✐♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✸✳✶✸✳ ❚♦ s❤♦rt❡♥
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✸✳✶✷✳
p = [③, t2, t1, t3, y] ✭✸✳✶✷✮
IAM (p) = max
∀t
I(t;p,xA) ✭✸✳✶✸✮
❲❤❡r❡ ♣♦✐♥t A ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r U ✱ MU ✱ ML✱ L ♣♦✐♥ts✳
❚♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
♣♦✐♥ts [1, 4, 13, 15, 17, 21] ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❉♦❊ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ✶✻ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❝❡s
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♦r❞❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❛
s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✉♣ t♦ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ▼♦r❡
✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ●r❡❡❞② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐✳❡✳ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ❧✐♥❡❛r
✐♥ t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♠♦❞❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ❡t❝✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡❛❧ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❢♦r
❯♣♣❡r✱ ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r✱ ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ❛♥❞ ▲♦✇❡r ♣♦✐♥ts ✐✳❡✳ IUM ✱ I
MU
M ✱ I
ML
M ✱ I
L
M ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❥✉st ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■❢
❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♦♥ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❤♦✇
✽✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ✈❡rs✉s r❡❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❢♦r ❯♣♣❡r ✭❯✮✱ ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r
✭▼❯✮✱ ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ✭▼▲✮ ❛♥❞ ▲♦✇❡r ✭▲✮ ❇✲P✐❧❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ❨❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts✱ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ sP●❉✳ ❇❧✉❡ ♣♦✐♥ts✱ ✉s❡❞ ❛s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❣♦♦❞ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲♦✇❡r ♣♦✐♥t✱
r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4.8%✳
✸✳✷✳✶✳✷ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥tr✉s✐♦♥
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr✉s✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛t❤❡rs t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡
❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇✲P✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣r❡❞✐❝t
♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
✲ ❯♣♣❡r ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ▲♦✇❡r
❘❡❧✳ ❊rr♦r ❬✪❪ ✶✳✸✺ ✶✳✼✸ ✶✳✸✽ ✹✳✽✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦r ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❢♦r s✲P●❉ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✻ ❉♦❊
♦✉t ♦❢ ✷✷✳
✽✽
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦✉r ◗♦■ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✸✳✶✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣♦✐♥t xA st❛♥❞s ❢♦r ❡✐t❤❡r ❯♣♣❡r✱ ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r✱ ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ♦r ▲♦✇❡r✳ ❚♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ sP●❉ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ s♥❛♣s❤♦♦ts
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts [1, 4, 13, 15, 17, 21] ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
r❡❝❦♦♥ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ s♥❛♣s❤♦♦t ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ ❉❖❊ ♣♦✐♥t ✐s t❛❦❡♥✮✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ t❤✐s t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
❧♦✇ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✹✵
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
p s♣❛❝❡✳
IA(p, t;xA) ✭✸✳✶✹✮
❋✐❣✳ ✭✸✳✶✼✮ ♣♦rtr❛✐ts t❤❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ sP●❉
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♣❧✉s t❤❡ ♦♥❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
tr❛✐♥♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r sP●❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐s
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ sP●❉ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ p3✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◗♦■ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳
❋✐❣✳ ✭✸✳✶✽✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r❡❛❧ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛✐♥♥✐♥❣ s❡t ✭✐✳❡✳ ❉❖❊ ✶ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
tr❛✐♥♥✐♥❣ s❡t ✭✐✳❡✳ ❉❖❊ ✷✷ r✐❣❤t✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐✳❡✳ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r❧❛♣✱
✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞ ❛♥❞
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ tr❛✐♥♥✐♥❣ s❡t ♣r❡s❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✜❣s✳ ✸✳✶✾✲✸✳✷✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ▼✐❞❞❧❡ ❯♣♣❡r✱ ▼✐❞❞❧❡ ▲♦✇❡r ❛♥❞ ▲♦✇❡r ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s
✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
✸✳✷✳✶✳✸ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❡❧♦❝✐t②
❆♥♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ ❛ s❛❢❡t② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠❛❣♥✐t✉❞❡ s✉✛❡r❡❞ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
✐♠♣❛❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ t❤♦r❛①✱ ❛❜❞♦♠❡♥ ❛♥❞
♣❡❧✈✐s ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦✉r s✉❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞②✱ ♥❛♠❡❧② VT (p, t)✱ VA(p, t) ❛♥❞ VP (p, t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐❣✳ ✭✸✳✷✷✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
❝r❛s❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs p✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤✐s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ③❡r♦ s✐♥❝❡ t❤❡
❝❛r ✐s ❛t r❡st✱ t❤❡♥ ✐t st❛rts t♦ ❣r♦✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦ ✐s t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t s✉❝❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ❤✐❣❤❡r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ t✐♠❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❤❛r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡✳
❋✐❣✳ ✭✸✳✷✸✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
sP●❉ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ L2 r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ [1, 4, 13, 15, 17, 21]✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧❡❢t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
✭❛r♦✉♥❞ ✶✪✲✷✪✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r ❛t t❤❡ ♣❡❧✈✐s ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❡❧✈✐s ✈❡❧♦❝✐t②
✽✾
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✭❚♦♣✲▲❡❢t✮✱ ❛❜❞♦♠❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❚♦♣✲❘✐❣❤t✮ ❛♥❞ ♣❡❧✈✐s ✈❡❧♦❝✐t② ✭❇♦tt♦♠✮
✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❋✐❣s✳ ✭✸✳✷✹✮✲✭✸✳✷✻✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❛❧ t❡♠♣♦✲
r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛✐♥♥✐♥❣ s❡t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
tr❛✐♥♥✐♥❣ s❡t ✭r✐❣❤t✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❝✉r✈❡
✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛✐♥♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
tr❛✐♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❝✉r✈❡✳
✸✳✷✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ sP●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝r❛s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡
✉❧t✐♠❛t❡❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✷✷ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ✻ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t
t❤❡ sP●❉ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡ ❉♦❊ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t
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❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
❤②♣❡r❡❧❛st✐❝✐t② ❧✐❦❡ ◆❡♦✲❍♦♦❦❡❛♥✱ ❖❣❞❡♥✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡
❛r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝✐t② ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
❚r❡s❝❛✱ ❱♦♥ ▼✐ss❡s ♦r ❍✐❧❧ ❝r✐t❡r✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ♥♦ ♠♦❞❡❧
✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ②♦✉ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛
♠♦❞❡❧ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧✱ ♥♦ ❣❛r❛♥t❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ②♦✉ ❛ ♣❡r❢❡❝t r❡s✉❧t✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
s♣❡❝✐❛❧ ❡✛♦rt ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❣✐✈❡♥
♠♦❞❡❧M(p)✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ D(c)✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✱ ❤❛s t♦
❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❛❧✐t② ✭R✮ ✐s tr✐❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✺✮✳
R ≈M(p) +D(c)∣∣
p
✭✸✳✶✺✮
■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ tr✉❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦
s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
q✉❛♥t✐t✐❡s S✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✻✮✳
R∣∣
S
≈M(p) +D(c)∣∣
p,S
✭✸✳✶✻✮
■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s S ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦✈❡r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ c✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ c ✐s ♥♦t s✐♥❣✉❧❛r ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ s♣✉r✐♦✉s ♠♦❞❡s ✐♥ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳
✸✳✷✳✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✳ ❏✉st ❛s ❛ r❡❝❛❧❧✱ ❛ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str❡ss ✭σ✮
s♣❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✱ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭p✮ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭M(p)✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✭D(c)✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✼✮✳
FY (σ;p, c) = 0 ✭✸✳✶✼✮
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✉r s❡t ♦❢
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t♦ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❝t✐✈❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭σxx, σyy, τxy✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❡①♣r❡ss ✐t ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡qs✳ ✭✸✳✶✽✮✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❛ ❝♦♥✈❡① ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡✳
σxx =Rcos(α)sin(β)
σyy =Rsin(α)sin(β)
τyy =Rcos(β) ✭✸✳✶✽✮
✾✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs
❛r❡ τxy✳
❲❤❡r❡ R(α, β) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❛❞✐✉s ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡
❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ R(α, β;p) ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ FY
✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
■♥ t❤✐s ✈❡r② ✜rst ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❧✐t② ✭R✮ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲
✶✽♣ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✸✳✷✼✮✳
❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✭M✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳
✭✸✳✷✽✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦✉r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ✭#p = 4✮✳
FHY (σxx, σyy, τxy;F,G,H,N) = Fσ2yy +Gσ2xx +H(σxx − σyy)2 +Nτ2xy − σ20 ✭✸✳✶✾✮
❋✐❣✳ ✭✸✳✷✽✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡♥ F = 2.1✱ G = 1.8✱
H = 0.7 N = 1.9✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❝♦♥✈❡①✐t② ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ s♠♦♦t❤ ❝❧♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭D(c)✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡✱ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✽ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡
τxy = 0✱ ♣❧✉s ❛♥♦t❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
s❤❡❛r ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ✭σxx = 0✱ σyy = 0✮✱ ❤❡♥❝❡ ✭#c = 9✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❈✶ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥
❛s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✭✸✳✷✾✮ ♣♦rtr❛✐ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✐♥ D(c) ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✭✸✳✷✽✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s s♠♦♦t❤❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✳
❊q✳ ✸✳✷✵ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡s✉❧ts s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s S ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✲
✾✻
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡
τxy✳ F = 2.1✱ G = 1.8✱ H = 0.7 N = 1.9✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ ✕ P❡rt✉r❜❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞♦❢ ♦❢
D(c)✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ F = 2.1✱ G = 1.8✱ H = 0.7
N = 1.9✳
✾✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ ❜✉t
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧r❡❛❞②
❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✈❛r② ✐s t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
♠♦❞❡❧✳
ES(c) =
#S∑
s=1
∫
ts
∫
xs
||ǫssim(x, t, c)− ǫsref (x, t)||dxdt ✭✸✳✷✵✮
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ✭ES(c)✮ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❡①✐st✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❜✉✐❧t✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❝❛❧❧
t❤❛t ♦✉r r❡❛❧✐t② ✭R✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✷✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❧❛st ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦
✐❢ ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❧❡ss ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧✳
EFY (c) =
∫
α
∫
β
||Rref (α, β)−Rsim(α, β; c)||dαdβ ✭✸✳✷✶✮
■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
EFY (c) ❛♥❞ ES(c)✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ t❤❛t ♦✉r s❡t
♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳
✸✳✷✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍✐❧❧ ❝r✐t❡r✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ H1 ❛♥❞H2✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❇❛r❧❛t✬s ❝r✐t❡r✐♦♥✱
s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛ ❡rr♦r EH1FY = 1.57✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ E
H2
FY
= 24.9✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ F1 = 2.1✱ G1 = 1.8✱ H1 = 0.7 N1 = 1.9
❛♥❞ F2 = 2.3✱ G2 = 2.0✱ H2 = 0.8 N2 = 1.7✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✵ ♣♦rtr❛✐ts t❤❡ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ H1 ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ H1 ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❧❛st✐❝
s✉r❢❛❝❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✭S✮ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ❛
s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t❡sts ✐♥ ❛ sq✉❛r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ Ω = [0, 1] × [0, 1]✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡qs✳ 3.22✳ ❍❡♥❝❡✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❜♦t❤ tr❛❝t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2✱ ❞✐✛❡r✲
❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✹✵ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ES(c)✳
u(0, y) = 0
v(x, 0) = 0
t(1, y) = t1
t(x, 1) = t2 ✭✸✳✷✷✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s EH1S (c) ❛♥❞ E
H2
S (c)✱ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❛♥❞♦♠❧②
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❊❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ [−0.1, 0.1] ✐♥ t❤❡ H1 ❝❛s❡ ❛♥❞ [−0.15, 0.15]
✐♥ t❤❡ H2 ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ♠❛❥♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
✾✽
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ H1 ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡ ♠✐ss♠❛t❝❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ H1 ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✳ EH1FY = 1.57✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ H2 ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡ ♠✐ss♠❛t❝❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ H2 ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✳ EH2FY = 24.9✳
✾✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷ ✕ ❊rr♦r ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ EH2+DD
S
(c) ✉s✐♥❣ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ ❜❛s❡ ❢♦r tr❛✐♥♥✐♥❣✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤♦✉❣❤
♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱
t❤❡② ✇✐❧❧ s✉✛❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞✳ ■t str♦♥❣❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜✉✐❧❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ tr② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s♣♦♥s❡
s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛s ❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ st❛♥❞❛r❞
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❢❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥❝❡ t❤❡ sP●❉ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❜✉✐❧t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
EH2+DDS (c)✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✸✳✸✷✮ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r❡s❡♥ts ✼ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡
❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❡❛s✐❧② ✐❢ ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ sP●❉
❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❖♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❙❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st❛rt❡❞ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥✲
❞♦♠❧② t♦ ❛❧♠♦st ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❋✐❣✳ ✭✸✳✸✸✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ H1 ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡rr♦r EH1+DDFY ✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ EH1FY ❡rr♦r✱ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✳✺✼ t♦ ✶✳✷✼✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✶✾ ♣❡r ❝❡♥t ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
❋✐❣✳ ✭✸✳✸✹✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ H2 ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡rr♦r EH2+DDFY ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞
❛s ✇❡❧❧ ❢r♦♠ ✷✹✳✾ t♦ ✹✳✻✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✽✶ ♣❡r ❝❡♥t ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
✶✵✵
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ H1 +DD ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡ ♠✐ss✲
♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡H1+DD ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✳ EH1+DDFY = 1.27✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ H2 +DD ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦❧♦✉rs ❛r❡ ♠✐ss✲
♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡H2+DD ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❧❛t ❨❧❞✷✵✵✹✲✶✽♣✳ EH2+DDFY = 4.63✳
✶✵✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺ ✕ ❈✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛r❧❛t✬s ❛♥❞ ❍✐❧❧ ✐♥ t♦♣ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
❇❛r❧❛t✬s ❛♥❞ ❍✐❧❧ ♣❧✉s ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦tt♦♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✜♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❡①tr❡♠❡s ❝❛♠♣❧❡❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❛❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛r
✐s ❛❝t✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✭✸✳✸✺✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛r❧❛t✬s ❛♥❞ ❍✐❧❧✬s ②✐❡❧❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦♣✳ ❇♦tt♦♠ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❇❛r❧❛t✬s ❛♥❞ ❍✐❧❧✬s ♣❧✉s ❞❛t❛
❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧ ❇❛r❧❛t✬s ❝r✐t❡r✐♦♥✳
✸✳✷✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss
❛❝❝✉r❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛✲
s❡t ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ❛r✐s❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ r✐❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❡rr♦r r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❜✉✐❧t✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✶✵✷
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❛♣❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❆❚P✮✳
✸✳✷✳✸ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛♥ ❆❚P ♣r♦✲
❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣
❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ♣r❡❢♦r♠s✱ ❡✳❣✳ s❤❡❡ts✱ t❛♣❡s✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛rts✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❛♣❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✕❆❚P✕ ✐s ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛ ❧♦t
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ ✐ts ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉t♦❝❧❛✈❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✸✻ ✐❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ❛ t❛♣❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✇❡❧❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛♣❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧❛✐❞✲✉♣✳ ❚❤❡ ✇❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t✇♦ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❧❛②❡rs ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞
✇❤❡♥❡✈❡r s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✿ ❛♥ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛②❡rs
✭✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t✮ ❛♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧♦✇
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✉s✉❛❧ r❡s✐♥s✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❧❛s❡r✱
❣❛s t♦r❝❤❡s✱ ✳✳✳✮ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ r♦❧❧❡r
♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❤❡❛❞✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❤❡❛t ♣❧❛②s ❛ ❞♦✉❜❧❡ r♦❧❡✱ ✜rst ✐t
❡♥❤❛♥❝❡s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✇✐t❤ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t❡❞ ❛s♣❡r✐t✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧②
s✉r❢❛❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ r♦❧❧❡r✳
❙✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✶ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s❡t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❛rt q✉❛❧✐t②✳ ■❞❡❛❧❧②✱
❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t
s✉r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡s
♦r sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ s❦✐♣♣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ sP●❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡
♠❡t❛✲♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❖♥❝❡ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❚P ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t♦t❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞②❛❝❡♥t
❧❛②❡r✱ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ ❢❡✇ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦t❤
s✉rr♦❣❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡s ♦r sP●❉✱ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✸✳✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶✵✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✸✳✷✳✸✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
❘♦✉❣❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❬❉❛❣♥❛❧❧ ✷✵✶✹✱ ❇❤✉s❤❛♥ ✷✵✵✶✱
❚♦rq✉❛t♦ ✷✵✵✷❪✳ ■❙❖ ✶✻✻✶✵✲✷✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s✉r❢❛❝❡
❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇❛✈✐♥❡ss ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✮ ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ✭r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡✮✳ ❆ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❛s ■❙❖ ✶✻✻✶✵✲✷✶ r❡❝♦♠♠❡♥❞s✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ Z r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞
r♦✉❣❤♥❡ss ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② Zw ❛♥❞ Zr✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
Z = Zw + Zr. ✭✸✳✷✸✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✼ ❞❡♣✐❝ts ❢♦r s✐① ♣r♦✜❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ♣r❡♣r❡❣ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧♦♠❡t❡r✱
t❤❡✐r ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳
■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦st ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝✉r✈❛✲
t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❧♦✇ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s ❧❛r❣❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❙q✉❡❡③✐♥❣ s✉❝❤
❛ ❧❛r❣❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
♠✉st ✢♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣
♠❛♥② t❤✐♥ ♣✐❝s✱ t❤❛t ❡❛s✐❧② ✢♦✇s t♦ ✜❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ✈❛❧❧❡②s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ❛s s❦❡t❝❤❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✽✳
❋♦r ❜❡tt❡r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❡✛❡❝t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t t✐♠❡ t t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛s♣❡r✐t② Ωt = [−Lt/2, Lt/2]× [−Ht/2, Ht/2] ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈✐s❝♦s✐t② η✱ ✇✐t❤✱ Lt ≫ Ht✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t Ω0 = [−L0/2, L0/2]× [−H0/2, H0/2]✱ ✇✐t❤ HtLt = H0L0
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② z = Ht/2
❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡s F ✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❜② W ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✸✳✸✾✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t❡
✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✱
F =
WηL3t
H3t
, ✭✸✳✷✹✮
✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞
t❤✐❝❦♥❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❛s♣❡r✐t② ❧❡♥❣t❤ Lt t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❢♦r❝❡ F ♠✉st ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r❝❡ sq✉❡❡③❡s ❢❛st❡r t❤✐♥ ❛s♣❡r✐t✐❡s✳
❚❤✉s✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✢♦✇ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♣r❡✲✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞
❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ■❙❖ ✶✻✻✶✵✲✷✶✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s♣❛❝❡ s❝❛❧❡s✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
t❤❡ s❧♦✇ sq✉❡❡③✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠✐❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡✳
❆♣♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ✭✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧❡✮ ❛t ❜♦t❤ t❤❡
♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡s✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠✿
• ▼❛❝r♦✲s❧♦♣❡✿ Z ′w✱ ✇✐t❤ •′ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
• ▼❛❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Z ′′w ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
κw =
∣∣∣∣σ(Z ′′w)σ(Zw)
∣∣∣∣ , ✭✸✳✷✺✮
✶✵✹
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✼ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ s✐① r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡s
✶✵✺

✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ σ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ •′′ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
• ▼✐❝r♦✲s❧♦♣❡✿ Z ′r✳
• ▼✐❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡
κr =
∣∣∣∣σ(Z ′′r )σ(Zr)
∣∣∣∣ . ✭✸✳✷✻✮
• ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞
A =
∫
Zdy
Amax , ✭✸✳✷✼✮
✇✐t❤ Amax t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡s✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❡♥t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❧❛st ❞❡s❝r✐❜❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✜rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✧❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✧ ✭❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s♦❢t✇❛r❡s✮✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❧❛ss✐❢②
❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ✐ts
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❛ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡
❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✮✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❧❛t✲
✐♥❣ ❜♦t❤✱ ✐♥♣✉ts ✭❣❡♦♠❡tr②✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✭❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡✮✳
❍♦✇❡✈❡r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ s✉✛❡r ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉rs❡
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣
t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❛♥❞ s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✸✳✷✳✸✳✷ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ M = 1359 s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✶✻ r❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡✲
✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛rts✱ ❛♥❞ r✉♥ ❛♥ ❆❚P s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✵✳
❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ✭t❤❡ ♦♥❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥✲
t❛❝t ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ✺ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦
❝✉r✈❛t✉r❡s✱ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ s❧♦♣❡s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞
r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✶
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡
❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❣r❡s✲
s✐♦♥ ❤❛s ❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ 91, 43%✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉❝❝❡ss ✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤❡ t❛r❣❡t✳
❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✭ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡rr♦r ǫ
ǫ =
√√√√√√∑
i∈S
(
trefi − testi
)2
(
trefi
)2 , ✭✸✳✷✽✮
✶✵✼

✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✷ ✕ ❊rr♦r ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞
r❡❣r❡ss✐♦♥
✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❛♥❞ trefi ❛♥❞ t
est
i ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜♦t❤
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ i ∈ S✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ǫ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤✐s ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡
❡rr♦r st❛❣♥❛t❡s ✭♦❢ ❛❜♦✉t 4%✮ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ 40% ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ✐♥
t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✸✳✷✳✸✳✸ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② sP●❉ ❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
❚❤✐s ♣❛rt ❛✐♠s ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✕sP●❉✕ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐s ✐ts ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❢✉❧❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✇❛s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✳
▼❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❤❡r❡
t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛s ❋✐❣✳ ✸✳✹✸ r❡✈❡❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦❧♦r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥✉st t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦✇✱ t❤❡ sP●❉ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ Ct ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜✈❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ κw, κr, Z ′w, Z
′
r & A❀ ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠
Ct(κw, κr, Z ′w, Z ′r, A) ≈
C∑
i=1
F 1i (κw) · F 2i (κr) · F 3i (Z ′w) · F 4i (Z ′r) · F 5i (A), ✭✸✳✷✾✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡s F ki ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ✶❉✲❑r✐❣✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ sP●❉ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ǫ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✽✮
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 50% ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
✶✵✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✸ ✕ ❙✉r❢❛❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ s♣❛❝❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✹✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ sP●❉ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ P●❉ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙t❛rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❡rr♦r ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t s❡r✈❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ✶✷ ❦r✐❣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦
❢✉❧✜❧❧ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❈✐r❝❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐t ✐s ❛ ❜✐t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ✭t❤❛t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r sP●❉✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡rr♦r ❣❛♣ ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ sP●❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ st❛❣♥❛t❡s ❛r♦✉♥❞ 5% ❡rr♦r✳
◆♦✇✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t s✉r❢❛❝❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✸✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ sP●❉ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❧❡✈❡❧✳
❋✐rst ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❝✉r✈❛t✉r❡ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡s ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤r❡❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✺✳
❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ sP●❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❡rr♦r r❡❞✉❝❡s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛s ❋✐❣✳ ✸✳✹✻ ♣r♦✈❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ✇❡❛❦❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✉s✱ t❤❡ t❛s❦ ❡♥tr✉st❡❞ t♦ sP●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳
✸✳✷✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❞✐❝t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❝❡ss❛❜✐❧✐t② ❜②
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✐♠❛t❡ ❝♦♥t❛❝t ❢r♦♠ ❢❡✇ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❋r♦♠ ❛
❞❛t❛✲❜❛s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P●❉✱ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈✉r✈❛t✉r❡
✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ♠❛❥♦r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❉❛t❛✲❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
✐♥t❡r❡st ✭t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t✮ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✜✈❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥❞ t❤❡
✶✶✵
✸✳✷✳ sP●❉ ■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✹ ✕ ❊rr♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ sP●❉✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 50% ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s
❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✺ ✕ ❙✉r❢❛❝❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ sP●❉ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✻ ✕ ❊rr♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t s❡r✈❡❞
t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭▼❡❛♥ P●❉ ❊rr♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✭▼❡❛♥ ❚♦t❛❧
❊rr♦r✮
✶✶✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐✛❡r ♦❢ ❛❜♦✉t
5% ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❆♥♦t❤❡r r♦✉t❡ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✜rst t❤❡ s♣❛rs❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐ts ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s♣❛rs❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ P●❉✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ sP●❉✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❧❛st
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✭❡✳❣✳ ❦✲♠❡❛♥s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❤❡r❡ t❤❡ ❝r✉s❤✐♥❣ t✐♠❡✮✳
✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❈♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ✈❡r② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♠❛②❜❡ t❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♦♥❡ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥✲
◆②q✉✐st s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ s✐❣♥❛❧ ❛t ❧❡ss t❤❛♥
2Q s❛♠♣❧✐♥❣s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡r❡ Q st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳
❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s✱ ❛s ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s
♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t✐❡s ♦❢
❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✲
✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛st
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✱ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡
❬❑✉t③ ✷✵✶✸✱ ▼❛♥❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✱ ❑❛✐s❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■t ❤❛s r❡✲
❝❡♥t❧② ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t♦ ✇♦r❦s
❧✐❦❡ ❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✇❡ ✜rst r❡✈✐s✐t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❛♣♣❧✐❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉r✲
❢❛❝❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ♦t❤❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✸✳✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣
▼♦st ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ L1 ♥♦r♠ ✐♥st❡❛❞✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬❑✉t③ ✷✵✶✸❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜t❧❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ L1 ♥♦r♠✳ ❲❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ L2 ♥♦r♠s ♠❛❣♥✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧②✐♥❣
♣♦✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♦✉t❧②✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡
❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠s ✐s ❛ tr✐❝❦② ✐ss✉❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❬❑✉t③ ✷✵✶✸❪✱ t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❢✉❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✏▼❛t❧❛❜✑ ❜❛❝❦s❧❛s❤✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✱ s♦ t❤❛t ✐t r❡s✉❧ts
✶✶✷
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
t♦ ❜❡ s♣❛rs❡✳ ❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ L2 ❛♥❞ L1 ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭tr②✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❧❡ss s♣❛rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛st✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠s t❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ L1✲♥♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♣❛rs✐t②✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ L1 ♥♦r♠ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s✐❣♥❛❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ◆②q✉✐st✲❙❤❛♥♥♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❛t st❛t❡s
t❤❛t ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧✱ ♦♥❡ ♠✉st s❛♠♣❧❡ ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡❝t♦r f ✱ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ s♣❛❝❡ ♦r t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥
❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❝❝❡♣t ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ✈❡❝t♦r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt c
❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ③❡r♦s✳ ❚❤❡s❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❋♦✉r✐❡r
♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠s✮ ♦r t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡ts✱ ❛♠♦♥❣
♠❛♥② ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② T t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤✐s ❞✐s❝r❡t❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱
Tc = f . ✭✸✳✸✵✮
❙✐♥❝❡ ✈❡❝t♦r c ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✭❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ❜②
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t♦ ❛ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡s s♣❛rs❡✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐ts
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♦♥❧② s♦♠❡ r♦✇s ♦❢ ♠❛tr✐① T ❛♥❞ ✈❡❝t♦r f ✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ L1✲♥♦r♠ ❜❛s❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉❝❤ r♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✉s✉❛❧ ♦♥❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❛tr✐① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✉❝❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇✐t❤ ✉♥✐t ❡♥tr✐❡s ❛t t❤❡ r♦✇s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①tr❛❝t✳ ■❢ t❤❡ s❡t
♦❢ r♦✇s t♦ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠
{
Eii = 1 if i ∈ S,
Eij = 0 otherwise.
❘♦✇s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ③❡r♦s ❛r❡ t❤❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛r ♦♥❡✱ ❤❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s E✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✵✮ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ s②st❡♠
ETc = Ef , ✭✸✳✸✶✮
❜② ✉s✐♥❣ ❛ L1✲♥♦r♠ ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
■♥ s✉♠✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✇❤❡♥✈❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡s✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛r❡✿ ✭✐✮ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t s♣❛rs✐t②✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣
❛ L1 ♥♦r♠✳
❈♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♠❡r❛✑✳ ■♥ ✐t✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣✐①❡❧ ✈❡❝t♦r f ✱ t♦ ❜❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ♦♥❧②
❛ ❢❡✇ ♦❢ ✐ts ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② Ef ✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ✈❡❝t♦r c ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
❊q✳ ✭✸✳✸✶✮✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✸✵✮✳
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡
❧❡❛st ❛❜s♦❧✉t❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ▲❆❙❙❖✱ ♠❡t❤♦❞ ❬❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✶✾✾✻❪✳ ❏✉st ❛s
❛ r❡❝❛❧❧✱ ▲❆❙❙❖ s♦❧✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ▲✷✲ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ▲✶✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞✱
min
c
(||ETc−Ef ||2L2 + λ||c||L1).
✶✶✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②s✲
t❡♠✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♣❛rs❡✳ ■ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳✶ ❜❡❧♦✇✳
✸✳✸✳✶✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆❙❙❖ s❝❤❡♠❡
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t t❤❡ ▲❆❙❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❆❙❙❖✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞♠✐s✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t✲
❡r❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱
❜✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ▲❆❙❙❖
♠❡t❤♦❞ ✈❡rs✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
t✐♠❡✱ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❆❙❙❖✳ ❆s ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❨❡t✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r u(t) t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ ❢❡✇ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ui t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ▲❆❙❙❖ s②st❡♠ ✇❛s
✶✵ ♦✉t ♦❢ ✼✺ t♦t❛❧ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
ǫU =
1
N
||uˆ− uˆR||L2,
✇❤❡r❡ uˆR ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ t✐♠❡
♠❛r❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✱ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✽ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts ✈❡rs✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▲❆❙❙❖ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s s❡t t♦ 0.8e− 5✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ s♥❛♣s❤♦ts ui ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡s✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 1e−5 ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ■❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡
✐s s❡t t♦ 1e − 6✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♠♦r❡
t✐♠❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥✉s ❚r❛♥s❢♦r♠
✭❉❈❚✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛s ♣❧❡♥t② ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
❋✐❣✳ ✸✳✹✾ s❤♦✇s t❤❡ ❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▲❆❙❙❖ ✭❜❧✉❡✮ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 1e − 4✳ ❆s ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳
❋✐❣✳ ✸✳✺✵ s❤♦✇s ❤♦✇ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s t❤❛t t❤❡ ▲❆❙❙❖ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♠♦r❡ t✐♠❡✳
✸✳✸✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ u(x, t,µ)✖✇❤❡r❡ µ r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✖♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✭♦✛✲❧✐♥❡✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ P●❉
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✭♦♥✲❧✐♥❡✮ r❡❛❧✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
✶✶✹
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✼ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ▲❆❙❙❖ ♠❡t❤♦❞ ✈❡rs✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▲❆❙❙❖
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✶✵ ♦✉t ✼✺ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✽ ✕ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts ✈❡rs✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
❧❡❣❡♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t✐♠❡✱ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▲❆❙❙❖ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❧✲
❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ s❡t t♦ 1e− 5✳
✶✶✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✾ ✕ ❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❛t✐❛❧ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐♥
▲❆❙❙❖✳ ✭❘❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✶❡✲✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✵ ✕ ❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❛t✐❛❧ ♥♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ t♦❧❡r❛♥❝❡
✐♥ ▲❆❙❙❖✳ ✭❘❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✵✳✽❡✲✺✮✳
✶✶✻
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✶ ✕ P❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, κ) ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✸✷✮✳
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ❈✉❡t♦ ✷✵✶✹✱ ❈✉❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
P●❉ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✈❛s✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦❞❡s✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t ♦r✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s s♦♠❡t✐♠❡s t♦♦ ❞❡♥s❡ t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦r ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆②q✉✐st t❤❡♦r❡♠✳ ❆s ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❜②✲♣❛ss❡s s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥
κ
∂2u
∂x2
= s, in Ωx = (0, L = 1), ✭✸✳✸✷✮
✇✐t❤ κ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ s = 1 t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
❞♦♠❛✐♥✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s u(x = 0) = 0 ❛♥❞ u(x = L) = 1✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥② t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② κ ∈ Ωκ =
[0.1, 1.5]✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P●❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❢♦r ❛♥ ✐♥✲❞❡❡♣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✉❧t ❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ❈✉❡t♦ ✷✵✶✹✱ ❈✉❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✮
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✶✳ ■t r❡✈❡❛❧s t❤❛t✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✢❛tt❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❡❛t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s x = 0 ❛♥❞ x = L ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ▲♦✇❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♠♣❧② ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡✈❛❝✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡❛t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r K = 100 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛❧♦♥❣ Ωκ✳ ❋r♦♠ t❤❡♠✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t Kr = 10 s❛♠♣❧❡s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s❡t S =
{κ1, . . . , κKr}✳ ❆t t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❊q✳ ✭✸✳✸✷✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② uk✱ k = 1, . . . ,Kr✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡s❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Ωx✱ xi✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
✈❡❝t♦rs fi ✇❤♦s❡ j✲t❤ ❡♥tr② r❡❛❞s
fij = u
κj (xi).
❱❡❝t♦r fi ❝♦♥t❛✐♥s K −Kr ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥tr✐❡s✱ t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♥♦t ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s❡t S✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r♦✇s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① E✳ ❖♥❧② t❤❡ r♦✇s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❡♥tr✐❡s ✇✐❧❧
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳
✶✶✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✷ ✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡rs✉s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▲❡❢t✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❛❧ ♣♦✲
s✐t✐♦♥✳ ❇❧❛❝❦ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
T✖✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✸✳✶ ♦♥❡✖✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛t ♥♦❞❡ xi ✇✐❧❧ r❡❛❞
Tci = fi, ✭✸✳✸✸✮
♦r✱ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥tr✐❡s✱
ETci = Efi. ✭✸✳✸✹✮
❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ L1✲♥♦r♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ci✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♥♦❞❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❢r♦♠
fi = Tci. ✭✸✳✸✺✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡✳
❲❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❝❤♦s❡ ♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡
❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞✳
❲❡ t❤✉s s❡❡ ❤♦✇ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t❡♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦❞❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤✐s
str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✲❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧s✳
■t ❛✈♦✐❞s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈♦❦❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✲▲♦❜❛tt♦ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❛t
s❡♥s❡✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❑r✐❣✐♥❣✱ t❤❛t ❛✈♦✐❞s ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ ✐ts st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳
✸✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣
❈♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❡❧❛st✐❝ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s
str❡ss✴str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛r❣✉❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♣r✐♦r t♦ ♣r♦✲
❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛ss✉♠❡❞
❛ t❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
✶✶✽
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦rs✖❧✐❦❡ t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✖s❡❡♠s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡①
❬■❜❛ñ❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪✳
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② t❡st✐♥❣
❝♦✉♣♦♥s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ str❡ss st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ♦✛❡r
✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
t♦ t❤❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ r❡♠❛✐♥s ♠♦st❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✱ s✐♥❝❡ t♦♦ s♣❛rs❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳
■t ✐s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❛t ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ♦✛❡r ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s♦rt ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
❛ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❆ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♠❡r❛✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❑✉t③ ✷✵✶✸❪✳
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣❧❛♥❡✲str❡ss ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❛t ✐♥ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ r❡❛❞s
C =
E
1− ν2

1 ν 0ν 1 0
0 0 1−ν2

 , ✭✸✳✸✻✮
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜②{
E = E0 + E1Tr(ε)
ν = ν0 + ν1Tr(ε)
,
✇✐t❤ E0✱ E1✱ ν0 ❛♥❞ ν1 ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Tr(•) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❡♥s♦r •✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s E0 = 10✱ ν0 = 0.1✱ E1 = 10 ❛♥❞ ν1 = 0.1✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡s (εxx, εyy) ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❊q✳ ✭✸✳✸✻✮ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str❡ss ❝♦✉♣❧❡s (σxx, σyy)✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ✭✐♥ r❡❞✮ t❤❛t s❡r✈❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤❛t ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ❛s
♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✉s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✐s r❡❞✉❝❡❞✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ♥❡✇ ❞❛t❛✲♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛❜❧❡
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✸✳✸✳✸ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✳ ■t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ✐ts ❤②♣❡r✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t✱ r❡✈✐s✐t❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ P❉❊ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠
KU = G, ✭✸✳✸✼✮
✶✶✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✸ ✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ✈❡rs✉s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳
✇❤❡r❡✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ K r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①✱ U ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❛❧
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ G t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦r✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s✖❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ P❖❉ ♦r ❘❇ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✖✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r U ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ U = Bu✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r u ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r U✳ ❍❡r❡✱ B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡
❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
KBu = G,
t❤❛t ♣r❡♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ B ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠
BTKBu = BTG = g,
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❛rs✐t② ✐♥ ❛ t❛r❣❡t s♣❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡s✱
❋♦✉r✐❡r✱ ✇❛✈❡❧❡t✱ ✳✳✳✮ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦rs✱ G ❛♥❞ U r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧❧♦✇s ✇r✐t✐♥❣✱ ❛❢t❡r
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① T✱{
TTG = Gˆ
U = TUˆ
,
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
TTKTUˆ = Gˆ,
✶✷✵
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✹ ✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡rs✉s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✳
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s✳
❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ t❤❛t r❡s✉❧ts
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡✲str❡ss ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣
r❛♥❞♦♠❧② 75% ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
✸✳✸✳✹ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t Pr♦❜❧❡♠s
■♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ◆❛♠❡❧②✱ st❡❛❞②✱ tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❊qs✳
✭✸✳✸✽✮✱ ✭✸✳✸✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✵✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
α∆u(x, t) = b(x, t) ∀x ∈ Ω, ✭✸✳✸✽✮
∂u
∂t
− α∆u(x, t) = b(x, t) ∀x ∈ Ω, ✭✸✳✸✾✮
❛♥❞
∂2u
∂2t
− α∆u(x, t) = b(x, t) ∀x ∈ Ω. ✭✸✳✹✵✮
❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t s♦♠❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ΩD ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♠♣♦s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛t t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♠❛✐♥ Ω = [0, 1]× [0, 1]✱ ΩD✱
u(x = 0, y) = 0.
❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✱
u(x, 0) = 0,
❛♥❞✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦✱
u˙(x, 0) = 0.
✶✷✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ t❤❛t ✈❛r✐❡s ✐♥ t✐♠❡ ❛s✱
b(x, t) = A cosωt.
❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ ❊qs✳ ✭✸✳✸✽✮✱ ✭✸✳✸✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✵✮✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r st❡❛❞②✴tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥ ❛♥❞
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ i✲t❤ t✐♠❡ st❡♣ r❡❛❞
Kui = f i,
1
∆t
M(ui − ui−1) +Kui = f i,
❛♥❞
1
∆t2
M(ui+1 − 2ui + ui−1) +Kui = f i,
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ s♦❧✈❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ✇r✐t❡ ❛ s✐♥❣❧❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
Auˆ = fˆ . ✭✸✳✹✶✮
❍❡r❡✱ ♠❛tr✐① A ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① K ❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❢♦r t❤❡
st❡❛❞② P♦✐ss♦♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥
❛♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡M ♠❛tr✐❝❡s✳ uˆ ❛♥❞ fˆ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♥♦❞❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ❢♦r
❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✳
❙♦❧✈✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✹✶✮ ✐s ❛ ❧❡❣✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ t✐♠❡✲♠❛r❝❤✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✲
✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞ uˆ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❜❛s✐s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
❛ ❤②♣❡r✲r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞
s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ▲✶✲♥♦r♠ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡❦ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿
EATcˆ = Efˆ ,
✇❤❡r❡ T ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ E ✐s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❞❡✜♥❡s
r❛♥❞♦♠❧② ✇❤✐❝❤ r♦✇s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ▲✶ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ cˆ
❛r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s✳ ❲❤❡♥ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❡✈❡r② s♣❛t✐❛❧
♥♦❞❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❦❡❡♣ s♣❛t✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ s♠❛rt ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠
✭❉❈❚✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ♦✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❡✈♦❧✈❡s ❛s ❛ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
t♦ ✉s❡ ❛ ❍❛❛r✲✇❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳✹✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ ▲❆❙❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✣❝✐❡♥t✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✸✳✸✽✮✲
✭✸✳✹✵✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳
❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s ❊q✳ ✭✸✳✸✽✮✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ✉♥❝♦✉♣❧❡❞
❢r♦♠ t✐♠❡ st❡♣ t♦ t✐♠❡ st❡♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋✐❣✳
✸✳✺✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u(x = (0.5, 0.5), t) ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥ ✉s✉❛❧ t✐♠❡✲♠❛r❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
✶✷✷
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡
Tf ✱ s✐♠✳ t✐♠❡ ✵✳✶
ω ✶✷✺✳✻
◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✷✵✵
α ✶
❆ ✲✶✵✵
Ω [0, 1]× [0, 1]
❙♣❛t✐❛❧ ❞♦❢s 16× 16
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ P❛r❛♠❡t❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊qs✳ ✭✸✳✸✽✮✲✭✸✳✹✵✮✳
❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② ✺ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ♦✉t ♦❢ ✷✵✵ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❆❙❙❖ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ t❡♥❞s t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ ♥♦✐s②
♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♥❞❡❡❞ ✇❤❛t t❤❡ ▲❆❙❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❤♦✇ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
♣❡❛❦s ❛r❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ u ✜❡❧❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r ✐❢ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡❞ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✉♣ t♦ t❡♥✳
❋✐❣s✳ ✸✳✺✼✲✸✳✺✽ s❤♦✇ u ❛♥❞ c ✜❡❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲
❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❡❛r✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✐s ✜❧t❡r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲❆❙❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮✱ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t✐♠❡✱ ✐s ❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦♥❧②✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✸✾✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❢♦r❝❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❡①♣❡❝t ❛ s♣❛rs❡r s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✾✮✳
❋✐❣✳ ✸✳✺✾ s❤♦✇s t❤❡ u ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❛ ❝♦s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦s✐♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻✵ s❤♦✇s t❤❡ ❉❈❚
❝♦❡✣❝✐❡♥ts c ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r ❛ s♦❧✐❞ r✐❣✐❞✲❧✐❦❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ✐s ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ ✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡❛❦
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳
❋✐❣s✳ ✸✳✻✶✱ ✸✳✻✷✱ ✸✳✻✸✱ ❛♥❞ ✸✳✻✹ s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❝♦s✐♥❡ ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✇✐t❤ ❛ ✜rst t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s♣❛rs❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦r❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧t✳
✸✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ str❛t❡❣② ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❛♥❞♦♠
s❛♠♣❧✐♥❣s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✏s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♠❡r❛✑✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ r❡✲
❝♦♥str✉❝t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ q✉✐t❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❛t❛✲♣♦✐♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣
✶✷✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✺ ✕ u(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r st❡❛❞② P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ❋✐✈❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✻ ✕ c(x = (0.5, 0.50), ω) ❢♦r st❡❛❞② P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ❋✐✈❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
✶✷✹
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✼ ✕ u(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r st❡❛❞② P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ❋✐✈❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✽ ✕ c(x = (0.5, 0.50), ω) ❢♦r st❡❛❞② P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ❋✐✈❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳✳
✶✷✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✾ ✕ u(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✸✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✵ ✕ c(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✸✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞
♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
✶✷✻
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✶ ✕ u(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ✶✵✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✷ ✕ c(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ✶✵✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
✶✷✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✸ ✕ u(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ✶✺✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✹ ✕ c(x = (0.5, 0.50), t) ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t P♦✐ss♦♥✬s ❝❛s❡✳ ✶✺✵ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s✳
✶✷✽
✸✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✇❡ str♦♥❣❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t
✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡✳
✶✷✾

P❛rt ■■
❆❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
✶✸✶

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡♥s ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜✐❣ st❡♣s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛
t❛♥❣✐❜❧❡ r❡❛❧✐t②✳ ❆♣♣❛rt ❢r♦♠ ❛❧❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❛t❛✱
✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s
t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❣r❡❞✐❡♥t t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ P❧❡♥t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❖❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s s✐♥❝❡
✇❡ str♦♥❣❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❉❉❆❙
❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
t❤❛t ✉s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ P●❉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ♠❛❝r♦ ❋❊▼ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s✳ ❆ ❣r❡❛t❡r
s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ P●❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛
❧♦❝❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ❡①♣❧♦r❡s ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P●❉ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
✶✸✸

❈❤❛♣t❡r ✹
❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t②
❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②
▼❡t❤♦❞
❆❜str❛❝t ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝
❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛
❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✳ ■♥❞❡❡❞✱ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❢❛st❡r s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡✲
❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ♦♥t♦ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s✉❜s♣❛❝❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✖♥♦t❛❜❧②✱ ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞❡s ✐♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✖s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r
r❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t
❡♥s✉r❡s t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ✭P❯✮✱ ✇❤✐❧❡
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
t❤❡ ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ P❛rt✐t♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②
✭P❯✮ ✐❞❡♦❧♦❣② ❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✻❪ ❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✼❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ P●❉
r❛t✐♦♥❛❧❡✳ ❇❛s✐❝❧②✱ ❛ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
P❯✲P●❉ r❛t✐♦♥❛❧❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❡st❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ tr❛♥s✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❡①t❡♥❞s t❤❡ P❯✲P●❉ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡s ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❧② ✐♥❤❡r✐t❡❞
❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t P❯ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t✇♦ s✉❜♠✐tt❡❞ ♣❛♣❡rs✿
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✽✳
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❏✳✲▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✽✳
✹✳✶ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐ P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡s♦rt✐♥❣ t♦
t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ✭P❯✮ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✻❪ ❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✼❪✳
❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
P❯ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛t
♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✱ t✐♠❡ ♦r ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
✹✳✶✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❆ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ P❯✴P●❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♦♥❡
❤❛♥❞ ❋❊ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✜❡❧❞ s✐♥❝❡ t❤❡②
❡①❤✐❜✐t ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ P●❉ ♦r ❧♦✇ r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞♦✲
♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✷❉ P❉❊ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳
✭✹✳✶✮✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ F(·, ·) t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣r♦♣✐❛t❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
L(u∗(x, y), u(x, y)) = F(u∗(x, y), f(x, y)) ∈ Ω ✭✹✳✶✮
◆♦r♠❛❧❧②✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✹✳✶✮ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ u(x, y) ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ u∗(x, y)✳ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ❞❡♣✐❝ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥✱ Ω✳
u(x, y) =
∑
i∈I
Ni(x, y)ui ✭✹✳✷✮
✶✸✻
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❋❊ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❛♥❞ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✹✳✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
∑
i∈I
Ni(x, y) = 1 ∀ x, y ∈ Ω
∑
i∈I
Ni(x, y)xi = x ∀ x, y ∈ Ω
∑
i∈I
Ni(x, y)yi = y ∀ x, y ∈ Ω ✭✹✳✸✮
❆s ♠❡♥t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❋❊
✭Ni(x, y)✮ ❛♥❞ ❧♦✇ r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭P●❉✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
ui ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊▼ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ni(x, y) ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ P●❉ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❋❊▼ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❛❞ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✮✳
u(x, y) =
∑
i∈I
Ni(x, y)
M∑
k=1
Xik(x)Y
i
k (y) ✭✹✳✹✮
❲❤❡r❡ Xik(x) ❛♥❞ Y
i
k (x) ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ k✲t❤ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
i✲t❤ P●❉✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛
●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ❝❤♦♦s❡♥ ❢♦r u(x, y)
❛♥❞ u∗(x, y) ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✺✮✳
u∗(x, y) =
∑
i∈I
Ni(x, y)(X
i∗
M (x)Y
i
M (y) +X
i
M (x)Y
i∗
M (y)) ✭✹✳✺✮
■t ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ●r❡❡❞② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛st M ✲t❤ P●❉ ♠♦❞❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡s ❛s ❦♥♦✇♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐s s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ Y i∗M (y) ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡s ✐♥
t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② Xi∗M (x) ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t s❤❛♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ❡①✐sts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①tr❛ ❡✛♦rt ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ s❡t ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✷✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛♥ ❡❧❡✲
♠❡♥t ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P●❉s ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ P●❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛❧s
✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ni(x, y)
❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✻✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ str❛✐❣❤t ❛♥❞ ♣❛r❛❧❡❧ s✐❞❡s✳
✶✸✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡❢t✱ ❝♦♥st❛♥t ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❡♥t❡r✱ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ i✲t❤
P●❉✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ k✲t❤ P●❉✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡❢t✱ ❧✐♥❡❛r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❡♥t❡r✱ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ i✲t❤
P●❉✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ k✲t❤ P●❉✳
Ni(x, y) = N
x
i (x)N
y
i (y) ✭✹✳✻✮
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❝❦♦♥
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ♦r ♣❛r❛♠❡tr❡s t❤❛t ♥♦r♠❛❧❧② ❛❞♠✐ts ❝❛rt❡s✐❛♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ✈❛r② ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
s♣❛t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t✐♠❡✱ ❛ s♠❛rt ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛s ✐t ✐s✱ ❜✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣r✐s♠ ❧✐❦❡ ❋❊ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✈❡r② ✜rst ✇♦r❦ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✉s✱ ❛❧❧
r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❋❊ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ sq✉❛r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳
✹✳✶✳✷ ♠✲P●❉ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❡q✳
✭✹✳✼✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤✉s✱ ❥✉st ❛ ❝♦♠♣❛❝t
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y) ✐s s❡❡❦❡❞✳∫
Ω
u∗(x, y)u(x, y)dxdy =
∫
Ω
u∗(x, y)f(x, y)dxdy ✭✹✳✼✮
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts Ωe ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❏✉st ❛s ❛ r❡❝❛❧❧✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦r♥❡r✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✸✮✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ i✲t❤ P●❉ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡①❝❡♣t
❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② P●❉s✮✱ t❤✉s✱ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✜❣✳ ✭✹✳✸✮✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞
✶✸✽
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ P●❉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳
t❤✐r❞ ❧♦❝❛❧ P●❉s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ x ♠♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✜rst ❛♥❞
❢♦✉rt❤ ❧♦❝❛❧ P●❉s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ y ♠♦❞❡s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤✐r❞
❛♥❞ ❢♦✉rt❤ P●❉s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ y ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ❧♦❝❛❧ P●❉s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ y ♠♦❞❡✳
❖♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛✲
r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❊ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✹✳✻✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✹✳✼✮ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐③❡❞
❢♦r ❛ ❡❧❡♠❡♥t Ωe r❡❛❞s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✽✮✳
∫
Ωe
u∗udxdy =
4∑
i=1
4∑
j=1
∫
Ωe
Nxi N
y
i (X
i
MY
i
M )
∗(Nxj N
y
i
M∑
k=1
XjkY
j
k )dxdy ✭✹✳✽✮
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✷❉ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✶❉ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❡qs✳ ✭✹✳✾✲✹✳✶✵✮✳ ❲❤❡r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r x ❛♥❞ y s②st❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤❛r❡s ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ y
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠❡s
♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢
t❤❡ P●❉✳
∫
Ωe
u∗udxdy =
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
Xi
∗
MN
x
i N
x
j X
j
kdx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy ✭✹✳✾✮
∫
Ωe
u∗udxdy =
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
XiMN
x
i N
x
j X
j
kdx
∫
y
Y i∗MN
y
i N
y
j Y
j
k dy ✭✹✳✶✵✮
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠✲P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧❛t❡❞
t♦ ❡qs✳ ✭✹✳✾✲✹✳✶✵✮ ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ ♣❤❛s❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡qs✳ ✭✹✳✶✶✲✹✳✶✷✮✳
αijkx =
∫
x
XiMN
x
i N
x
j X
j
kdx ✭✹✳✶✶✮
αijky =
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dx ✭✹✳✶✷✮
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✼✮ r❡❛❞s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡qs✳
✭✹✳✶✸✲✹✳✶✹✮✱ ❢♦r x ❛♥❞ y s②st❡♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
∫
Ωe
u∗fdxdy =
4∑
i=1
Z∑
z=1
∫
x
Xi
∗
MN
x
i f
x
z dx
∫
y
Y iMN
y
i f
y
z dy ✭✹✳✶✸✮
✶✸✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❡❢t✱ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ f1(x, y)✳ ❘✐❣❤t✱ ♣❧❛♥❛r ✈✐❡✇ ♦❢ f1(x, y)✳
∫
Ωe
u∗fdxdy =
4∑
i=1
Z∑
z=1
∫
x
XiMN
x
i f
x
z dx
∫
y
Y i∗MN
y
i f
y
z dy ✭✹✳✶✹✮
❲❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢✭①✱②✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✶✺✮✳
f(x, y) =
Z∑
z=1
fxz (x)f
y
z (y) ✭✹✳✶✺✮
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡qs✳ ✭✹✳✶✻✲✹✳✶✼✮✳
εizx =
∫
x
XiMN
x
i f
x
z dx ✭✹✳✶✻✮
εizy =
∫
y
Y iMN
y
i f
y
z dy ✭✹✳✶✼✮
▲❡t✬s ✐❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✶✽✮✳
❲❤❡r❡ σ = 0.05✱ v = 0.5 ❛♥❞ x0 = 0.2✳
f1(x, y) =
10
σ
√
2π
e−
(x−(vy+x0))
2
2σ2 ✭✹✳✶✽✮
❋✐❣✳ ✭✹✳✹✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ u(x, y) = f1(x, y) s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥t✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♥♦r♠❛❧ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉✛❡rs t♦
❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✹✳✺✮✳ P●❉s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦
r❡❣✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ P●❉s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ♣❛rts ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ P●❉s ✐♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ❛❝t✐♥❣
✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✻✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✹ ♠♦❞❡s ♣❡r ❧♦❝❛❧ P●❉✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ✽ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✷✹ P●❉s ✭r✐❣❤t✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✷✹ P●❉s ✐s
s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✽ P●❉s✳
✶✹✵
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ▲❡❢t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✽ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
✷✹ P●❉s✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❡❛❝❤ P●❉✳ ❊❧❡♠❡♥t ❝♦❧♦✉r✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉s ♣❡r
❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❡❢t✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✽ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✷✹ P●❉s✳ ❇♦t❤
s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s✳
✶✹✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱❉ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✼✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f1(x, y)✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡rr♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✶✾✮✱ ✇❤❡r❡ um ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣
m ♠♦❞❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠
s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❧♦✇ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r
❞❡❝❛②s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❱❉✳
Em = ||uref − u
m||
||uref || ✭✹✳✶✾✮
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❞❡❝❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
s✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡✱ t❤❡ ❡❛s✐❡r ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♣❡r P●❉ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡
st♦r❛❣✐♥❣ ❝♦st ❛s ✇❡❧❧✳
✹✳✶✳✸ ♠✲P●❉ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t P❉❊s
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤❡♥ ✐t ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t P❉❊s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ P❉❊s ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t❡st ❝❛s❡
t♦ t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ❞✐✛✉s✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡
✐s ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ r❡❧❛t❡s t♦ ❛ tr❛♥s✐❡♥t
❤❡❛t t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ P❉❊ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✲P●❉ ✐♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥❡①✳
✹✳✶✳✸✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ P❉❊
❚❤❡ ✜rst P❉❊ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✷✵✮✳ ◆✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ f1(x, y) ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ✭η✮ ✐s s❡t t♦ ✶✳
✶✹✷
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ▲❡❢t✱ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, y)✳ ❘✐❣❤t✱ ♣❧❛♥❛r ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, y) ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳
∫
Ω
η∇u∗ · ∇udxdy =
∫
Ω
u∗f1dxdy ✭✹✳✷✵✮
❊q✳ ✹✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❋♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡ ✐♥
t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳
∫
Ωe
∂u∗
∂x
∂u
∂x
dxdy =
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
Ωe
(
∂Ni
∂x
Xi∗MY
i
M +Ni
∂Xi∗M
∂x
Y iM
)(
∂Nj
∂x
XjkY
j
k +Nj
∂Xjk
∂x
Y jk
)
dxdy =
=
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
Xi∗M
∂Nxi
∂x
∂Nxj
∂x
Xjkdx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy+
+
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
∂Xi∗M
∂x
Nxi
∂Nxj
∂x
Xjkdx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy+
+
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
∂Xi∗M
∂x
Nxi N
x
j
∂Xjk
∂x
dx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy+
+
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
Xi∗M
∂Nxi
∂x
Nxj
∂Xjk
∂x
dx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy ✭✹✳✷✶✮
❋✐❣✳ ✭✹✳✽✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ u(x, y) s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛✉s❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣♦✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥t✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ u(x, y) ✐s s❡t t♦
③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✹✳✾✮✳ P●❉s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞
✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ P●❉s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ P●❉✱ ✇❤❡r❡❛s
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✐❞❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ❛♥❞ ✐♥t❡r✐♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❢♦✉r ❛❝t✐✈❡ P●❉s✳
✶✹✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ▲❡❢t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✹ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
✶✻ P●❉s✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❡❛❝❤ P●❉✳ ❊❧❡♠❡♥t ❝♦❧♦✉r✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉s ♣❡r
❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ▲❡❢t✱ ✹ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ✶✻ P●❉s✳ ❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✵✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✹ ♠♦❞❡s ♣❡r ❧♦❝❛❧ P●❉✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦✲
♠❛✐♥ ❤❛s ✹ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✶✻ P●❉s ✭r✐❣❤t✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛❧❧
♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❧②✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❙❱❉ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❛st❡r
❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✳
✹✳✶✳✸✳✷ ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❘❡❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥ ✭❈❘❉✮ P❉❊
■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛ P❉❊ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ♣❧✉s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ t❡r♠✱
♣❧✉s ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ♥♦✈❡❧t② ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠
s✐♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈❘❉ P❉❊ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✷✷✮✳
∫
Ω
u∗v · ∇u+ η∇u∗ · ∇u+ σu∗u dxdy =
∫
Ω
u∗f2dxdy ✭✹✳✷✷✮
✶✹✹
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱❉ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❲❤❡r❡ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s Ω = [0, 1] × [0, 1]✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s v = 500(y − 0.5, 0.5 − x)T ✱ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s s❡t t♦ σ = 10 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠ t♦ η = 1✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ [x0, y0] = [0.75, 0.75] ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✷✸✮ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳
f2(x, y) =
800√
2π
e−
(x−x0)
2+(y−y0)
2
0.005 ✭✹✳✷✸✮
❊q✳ ✹✳✷✹ ❞❡t❛✐❧s ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ u(x, y) ❛❧♦♥❣ t❤❡ x
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
❛♥❛❧♦❣♦✉s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦r❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② v = (1, 0)T ✳ ■❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳
∫
Ωe
u∗
∂u
∂x
dxdy =
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
Ωe
NiX
i∗
MY
i
M
(
∂Nj
∂x
XjkY
j
k +Nj
∂Xjk
∂x
Y jk
)
dxdy =
=
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
Xi∗MN
x
i
∂Nxj
∂x
Xjkdx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy+
+
4∑
i=1
4∑
j=1
M∑
k=1
∫
x
Xi∗MN
x
i N
x
j
∂Xjk
∂x
dx
∫
y
Y iMN
y
i N
y
j Y
j
k dy ✭✹✳✷✹✮
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✷✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ u(x, y) s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❈❘❉ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❝♦♥✈❡❝t❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ♠❛❦❡s t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐s
✶✹✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ▲❡❢t✱ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, y)✳ ❘✐❣❤t✱ ♣❧❛♥❛r ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, y) ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲
r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ▲❡❢t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✹ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
✶✻ P●❉s✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❡❛❝❤ P●❉✳ ❊❧❡♠❡♥t ❝♦❧♦✉r✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉s ♣❡r
❡❧❡♠❡♥t✳
s♠♦♦t❤❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐ts ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ u(x, y) ✐s
s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝❛s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✹✳✶✸✮✳
P●❉s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✹✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✹ ♠♦❞❡s ♣❡r ❧♦❝❛❧ P●❉✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ✹ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✶✻ P●❉s ✭r✐❣❤t✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✹ ❛❝t✐✈❡ P●❉ ✇✐t❤ ✹ P●❉ ♠♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r✐❣❤t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛
❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✶✻ P●❉s ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✺✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙❱❉
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❉❘ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✹ P●❉ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s s❧♦✇❡st ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst P●❉ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦❞❡s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ t❤❡ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✶✻ P●❉ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s q✉✐t❡ ❢❛st
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳
✶✹✻
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ▲❡❢t✱ ✹ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ✶✻ P●❉s✳ ❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❘❉ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r ❈❘❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱❉ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✳
✶✹✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ▲❡❢t✱ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, t)✳ ❘✐❣❤t✱ ♣❧❛♥❛r ✈✐❡✇ ♦❢ u(x, t) ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t
❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳
✹✳✶✳✸✳✸ ❚r❛♥s✐❡♥t ❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡r P❉❊
❚❤✐s ✈❡r② ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ✶❉ ❜❛r ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✷✺✮✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠
✐s s❡t t♦ η = 0.01✳
∫
Ω
u∗
∂u
∂t
+ η
∂u∗
∂x
∂u∗
∂x
dxdy =
∫
Ω
u∗f3dxdy ✭✹✳✷✺✮
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st✉❞② ✐s Ω = Ωx × Ωt = [0, 1] × [0, 1]✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣✐❛t❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ u(x, t) ❛r❡ u(x, 0) = 0✱ u(0, t) = 0 ❛♥❞ u(1, t) = 0✳ ❚❤❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠ f3(x, y) ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❡q✳✭✹✳✷✻✮ ✇❤❡r❡ σ = 0.05✱ v = 0.5 ❛♥❞ x0 = 0.1✳
f3(x, y) =
10
σ
√
2π
e−
(x−(vy+x0))
2
2σ2 ✭✹✳✷✻✮
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✻✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ u(x, y) s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s
♣✉r❡❧② ❝♦♥✈❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ P❉❊ ❝r❡❛t❡s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡
❛♥t✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❧♦✇ r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ P❖❉ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P●❉✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✭✹✳✶✼✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t P●❉s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ x = 0✱ x = 1 ❛♥❞ t = 0 ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♥✉❧❧
❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P●❉ ❛❝t✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ t = 1 ❛r❡ ♥♦t s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
♣✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t ♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡ t = 1 ❛❝ts ❧✐❦❡
❛ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤✉s✱ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✽✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✹ ♠♦❞❡s ♣❡r ❧♦❝❛❧ P●❉✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ✻ ❛❝t✐✈❡ P●❉s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✷✵ P●❉s ✭r✐❣❤t✮✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✻ ❛❝t✐✈❡ P●❉ ♣r❡s❡♥ts s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✭✹✳✶✾✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙❱❉
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞
t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙❱❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✶✹✽
✹✳✶✳ ❆ ❧♦❝❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ▲❡❢t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✻ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
✷✵ P●❉s✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❡❛❝❤ P●❉✳ ❊❧❡♠❡♥t ❝♦❧♦✉r✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉s ♣❡r
❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ▲❡❢t✱ ✻ P●❉s✳ ❘✐❣❤t✱ ✷✵ P●❉s✳ ❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳
✶✹✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡rr♦r ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱❉ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ P●❉ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✢❛tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙❱❉ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧♦t✳
✹✳✷ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t②
❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❙t❛♥❞❛r❞
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ♠❡s❤ ✉♣ t♦ t❤❡ ✜♥❡st s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t
❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲P●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✶ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t✇♦ ♠❛✐♥ ♣✐❧❧❛rs✿ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♠✉❧t✐✲P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥✲
❤❡r✐ts ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❝❧❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡s✳
✹✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ P●❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜rst✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ u(x)✱ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s✐s✱ s✉❝❤ ❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
u(x) =
N∑
i=1
Ni(x)ui, ✭✹✳✷✼✮
✇❤❡r❡ N st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u(x)
♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ Ni(x) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✶✺✵


✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ❆ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ✷❉ s♣❛❝❡✱ u(x, τx, τy)✳
❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✲❜❛s❡❞ P●❉ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❛ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛❝r♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡
❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ❛r❡
❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦ ♠❡s❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞
♠❡t❤♦❞s❬❄❪✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❛ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ Dx×Dy ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s r❡✜♥❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ♦❢ dx×dy ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠
✇✐❧❧ ❜❡Dx×Dy×dmx ×dmy ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡s ❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ M((Dx ×Dy) + dx + dy)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣r♦✇ t♦♦ ♠✉❝❤ ✭✐✳❡✳✱ M = O(10)✮✱
❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛✛♦r❞❛❜❧❡✳
✹✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❛r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡s✳
✹✳✷✳✷✳✶ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
■♥ t❤✐s ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚❤✐s ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✇s ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ✐s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
u(x, τ)✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s∫
Ω
w∗(x, τ)u(x, τ)dx =
∫
Ω
w∗(x, τ)f(x)dx ∀ x ∈ Ω = [0, 1]. ✭✹✳✸✸✮
✶✺✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
f(x) =
x cos(8πx)
8π
. ✭✹✳✸✹✮
❋✐❣✳ ✹✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜❧✉❡
❧✐♥❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮✱ ✐✳❡✳✱
N = 5✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✽✵ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ J = 81✳ ❆s ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ♠❛❝r♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♦♥❧② ✶ ♠♦❞❡ ✭M = 1✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛❝r♦
s❝❛❧❡ ✐s t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
♠♦❞❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❜❧❛❝❦ ❞♦ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦✉r s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣❡r✐♦❞ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜✈❡ ♠♦❞❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲♠♦❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s
♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❝❛♣t✉r❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✜✈❡ ♠♦❞❡s r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s✐❣♥❛❧ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
❋✐❣✳ ✹✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ P●❉ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✳
❉✐✛✉s✐♦♥ ❈❛s❡ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s∫
Ω
Dw∗(x, τ)
Dx
Du(x, τ)
Dx
dx =
∫
Ω
w∗(x, τ(x))f(x)dx, ∀ x ∈ Ω = [0, 10]. ✭✹✳✸✺✮
❚❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✶✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ τ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳
❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞
✶✺✹
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦♣✿ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡✳ ❇♦tt♦♠✿
✻ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✳ ▼❛❝r♦✲❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✻ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s ❜❧❛❝❦ ❞♦ts✳
❛r❡
f(x) = cos(2πx) +
x
100
, ✭✹✳✸✻✮
u(0) = 0, ✭✹✳✸✼✮
u(10) = 0. ✭✹✳✸✽✮
❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s
u(x) =
cos(2πx)− 1
4π2
+
x
6
− x
3
600
. ✭✹✳✸✾✮
❋✐❣✳ ✹✳✷✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst P●❉ ♠♦❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✽ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛❝r♦ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❛
♠♦❞❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✸ ♠♦❞❡s ❛❧r❡❛❞② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡✳
❋✐❣✳ ✹✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳
❈♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❈❛s❡ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ r❡❛❞s∫
Ω
w∗(x, τ(x))
Du(x, τ(x))
Dx
dx =
∫
Ω
w∗(x, τ(x))f(x)dx ∀ x ∈ Ω = [0, 10]. ✭✹✳✹✵✮
✶✺✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✕ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦♣✱ ✶ ♠♦❞❡✳ ❇♦t♦♦♠✱ ✸ ♠♦❞❡s✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✳ ▼❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✽
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts✳
✶✺✻
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✳
■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ str❡❛♠❧✐♥❡✲✉♣✇✐♥❞ P❡tr♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥
✭❙❯P●✮ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡❬❙✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
w∗(x, τ(x)) = u∗(x, τ(x)) + β
Du∗(x, τ(x))
Dx
, ✭✹✳✹✶✮
✇❤❡r❡ β ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ■t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥s✐st❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
❛✛❡❝ts ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✳ ✭4.40✮✳
❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
f(x) = x sin(12πx) +
x
30
, ✭✹✳✹✷✮
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✽❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r②✮ ✐s t❛❦❡♥ ❛s
u(0) = 0. ✭✹✳✹✸✮
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
u(x) =
sin(12πx)
144π2
− x cos(12πx)
12π
+
x2
60
. ✭✹✳✹✹✮
❋✐❣✳ ✹✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ s❡✈❡♥ ✭❜♦tt♦♠✮
♠♦❞❡s ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ✇❤❡♥
♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
■♥ t✉r♥✱ ❋✐❣✳ ✹✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✶❉
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❧❧✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ 10−4 ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
✼ ♠♦❞❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r s❡❡♠s t♦ st❛❣♥❛t❡ ❛❢t❡r ✺ P●❉ ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲♠✐❝r♦ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ ♠❛❝r♦✲♠✐❝r♦ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳
✹✳✷✳✷✳✷ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡s✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✶✺✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✕ ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚♦♣✱ ✶ ♠♦❞❡✳ ❇♦t♦♦♠✱ ✼ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜❧✉❡
❧✐♥❡✳ ▼❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜❧❛❝❦ ❞♦ts✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝❛s❡✳
✶✺✽
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✕ ✷❉ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚♦♣✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇♦tt♦♠✿ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ 5 × 5 = 25 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
✷❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❜② ❛ s♦✉❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x)✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✭❇✉❜♥♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥✮
❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s∫
Ω
w∗(x, τx, τy)u(x, τx, τy)dx =
∫
Ω
w∗(x, τx, τy)f(x)dx ∀ x ∈ Ω = [0, 1]2 ✭✹✳✹✺✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
f(x) = x cos(8πx)y cos(8πy). ✭✹✳✹✻✮
◆♦t❡ t❤❛t ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐❣✳ ✹✳✸✵ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ P●❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✾ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ♠❡s❤ ♦❢ ✷✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✺
♥♦❞❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①tr❛ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧
❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✹✳✸✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✷❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❡♥r✐❝❤♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳
✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s∫
Ω
Dw∗(x, τx, τy)
Dx
· Du(x, τx, τy)
Dx
dx =
∫
Ω
w∗(x, τx, τy)f(x)dx ∀ x ∈ Ω = [0, 1]2. ✭✹✳✹✼✮
✶✺✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0. ✭✹✳✹✽✮
❚❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✶✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ τx ❛♥❞ τy
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ f ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s
f(x) = 2w2xy sin(wx) sin(wy)− 2wx sin(wx) cos(wy)− 2wy cos(wx) sin(wy). ✭✹✳✹✾✮
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s❡t t♦ w = 20π✳ ■♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
u(x, y) = x sin(wx)y sin(wy). ✭✹✳✺✵✮
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛❝r♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ✜①❡❞ t♦
③❡r♦✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ s❛t✐s❢②
t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ t❤❡ P●❉❬❄❪✳
❋✐❣✳ ✹✳✸✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡ ✭t♦♣✮ ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✺ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ P●❉✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ♠❡s❤ ♦❢ ✹ ♥♦❞❡s ♣❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✱ t❤❡
✜♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ 2× 2 = 4✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡r❝❡✐✈❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❡✳
✷❉ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐s∫
Ω
w∗(x, τx, τy)
Du(x, τx, τy)
Dy
dx+
∫
x
Dw∗(x, τx, τy)
Dx
Du(x, τx, τy)
Dx
dx =
∫
Ω
w∗(x, τx, τy)f(x)dx, ∀ x ∈ Ω = [0, 1]2
✭✹✳✺✶✮
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ x
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ❢♦r❝❡s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ x ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡
✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ r❡❛❞s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
f(x) = (16w2y2 + 2y) sin(4wx) + (64w2 − w) sin(8wx) sin(wy) ✭✹✳✺✷✮
✶✻✵
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷ ✕ ✷❉ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚♦♣✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇♦tt♦♠✿ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✺ ♠♦❞❡s✳ ▼❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ 2×2 = 4 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✳
✶✻✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹ ✕ ✷❉ ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚♦♣✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇♦tt♦♠✿
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✺ ♠♦❞❡s✳ ▼❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ 3 × 4 = 12
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s
u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = 0. ✭✹✳✺✸✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s❡t t♦ w = π✳
❯♥❞❡r t❤✐s s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✶✮ ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
u(x) = sin(4wx)y2 + sin(8wx) sin(wy). ✭✹✳✺✹✮
❋✐❣✳ ✭✹✳✸✹✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ✈❡rs✉s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
✺ ♠♦❞❡s ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ 3 × 4 = 12 ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳
❋✐❣✳ ✹✳✸✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚✐♠❡ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠
♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛
tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❋❊▼ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
str♦♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✺✺✮✳
∂u(x, t)
∂t
− ∂
2u(x, t)
∂x2
= f(x, t) ✭✹✳✺✺✮
✶✻✷
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P●❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ✶❉ tr❛♥s✐❡♥t t❤❡r♠❛❧
♣r♦❜❧❡♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✺✻✮✳
f(x, t) = (4π2(sin(t) + sin(50t)) + cos(t) + 50cos(50t))sin(2πx)
u(x, 0) = 0
u(0, t) = u(1, t) = 0 ✭✹✳✺✻✮
❚❤✐s ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤✐s s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞♠✐ts ❛♥ ❛♥❛✲
❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✺✼✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ t✇♦ s❝❛❧❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳
u(x, t) = (sin(t) + sin(50t))sin(2πx) ✭✹✳✺✼✮
■❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✶❉ ❜❛r ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ✽✵ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✺✽✮✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t✐♠❡✳
Mu˙(t) +Ku(t) = f(t) ∈ t = [0, T ] ✭✹✳✺✽✮
❋✐❣✳ ✹✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮
✉s✐♥❣ ✶ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ tr❛♥s✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ♥♦t
s✉r♣r✐♥s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❋✐❣✳ ✭✹✳✸✼✮ s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈❡s 1e − 5 ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❆ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ♠❛❝r♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ P●❉ r❛t✐♦♥❛❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
✶✻✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ P●❉ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻ ✕ ❚r❛♥s✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡❢t✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶ ♠♦❞❡✱ r✐❣❤t✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ 4 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s✳
✶✻✹
✹✳✷✳ ❆ ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❯♥✐t②
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡♥❞❡rs ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♣✉r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✐s ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
t♦ ♥♦♥✲r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s✳
✶✻✺

❈❤❛♣t❡r ✺
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉
■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡
❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❆❜str❛❝t ▼❛♥② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢
♠✉❧t✐♣❧❡ t❤✐♥ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✸❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ✷❉ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❥✉st t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ r♦✉t❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ ❜❡❛♠✱ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❛t ✇❡r❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❧❛t❡r t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝s✱ ❧✐❦❡ ✢♦✇s ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣s ♦r t❤❡r♠❛❧✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥②
♦t❤❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤②s✐❝s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ✸❉ t♦ ✷❉ ❜❡❝♦♠❡s ❞♦✉❜t❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✸❉ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s s❡❡♠ ❝♦♠♣✉❧s♦r②✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛ r✐❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♠♣❧②✱ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢✉❧❧② ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✭✶❉✮ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳
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✺✳✸✳✷ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺
✺✳✸✳✸ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❢✉❧❧② ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼
✺✳✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽
✺✳✸✳✹✳✶ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽
✺✳✸✳✹✳✷ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸
✺✳✸✳✹✳✸ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣❧✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻
✺✳✸✳✹✳✹ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼
✺✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣♦rtr❛✐ts ♥♦✈❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡
s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ♣r♦♣♦s❡s ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝✉r❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss
t❤✐♥✲❧❛②❡r ❧❛♠✐♥❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t t❤❡ ♣❧✐❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❛ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s
✇❡❧❧✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞
❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❢✉❧❧② ✸❉ ♠♦❞❡❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t♦ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍❡r❡✐♥✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❡✣❝✐❡♥t ❤②❜r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✸❉
s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❛rs❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭t❤✐❝❦♥❡ss✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡✲st❡♣ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❞❡r✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r❡♣❡❣s✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ t❤✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡
✢♦✇ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t✇♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❢✲s✉♣ ✭▲❇❇✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡rs✿
• ❍✳ ❚❡rtr❛✐s✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❇❛r❛s✐♥s❦✐✱ ❈✳ ●❤♥❛t✐♦s✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✶✺✻✱ ✸✹✼✲✸✻✸✱ ✷✵✶✾✳
• ●✳ ◗✉❛r❛♥t❛✱ ❇✳ ❇♦❣♥❡t✱ ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❚r❛♠❡❝♦♥✱ ❊✳ ❍❛✉❣✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆ ♥❡✇
❤②❜r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t✴✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✷✶✵✱
✶✸✺✲✶✹✹✱ ✷✵✶✽✳
✶✻✽
✺✳✶✳ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇s ✐♥
♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s✿ t♦✇❛r❞s ❢✉❧❧② ✸❉ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ✷✶✵✱ ✻✺✸✲✻✻✾✱ ✷✵✶✼✳
✺✳✶ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss
❛ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢♦r t❤✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✐❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❛ ✸✲♣❧② ❛♥❞ ✷✾✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛t❡
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✳
✺✳✶✳✶ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❬◆❡❞❡❧❡❝ ✶✾✽✵❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝✉r❧ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❋❊▼ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬❏✐♥ ✷✵✵✷❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡②
♣r♦❞✉❝❡ s♣✉r✐♦✉s✲❢r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✲
t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❞✐❛✱ ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
❬▼✉r ✶✾✾✹✱ ▼✉r ✶✾✾✽❪✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✕ ❞♦❢ ✕ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣
s✉❝❤ ✐ss✉❡✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❞♦❢
✐♥❝r❡❛s❡✳
▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦❞❛❧✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❬❍❛③❛r❞ ✫ ▲❡♥♦✐r ✾✾✻❪✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛❞✲❤♦❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❘▼❊❙ s♦❢t✇❛r❡ ❬❖t✐♥ ✷✵✶✸❪✱
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ s❡❝♦♥❞
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✜❡❧❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P●❉
s❡❡♠s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛♥✲
❞❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡
P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s❢❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝✉r❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡✱ r❡❛❞s
∇×
(
1
µ
∇×E
)
− ω2ǫE = 0, in Ω ⊂ R3 ✭✺✳✶✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫ ❣✐✈❡♥ ❜②
ǫ = ǫr − i σ
ω
, ✭✺✳✷✮
✶✻✾
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✇❤❡r❡ µ✱ ǫr ❛♥❞ σ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω
n×E = Etg, in ∂Ω ✭✺✳✸✮
✇❤❡r❡ n r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞s ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①♣r❡ss✐♦♥s Etg ✐s t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✮ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ❊q✳ ✭✺✳✸✮ ❡①♣r❡ss❡s✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✺✳✶✮ ❜② t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
E∗ ✭✐♥ ❢❛❝t ❜② ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ E
∗
✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r♦♣❡r❧② s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❛ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳ E = Er + iEi ✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✱ t♦ ♦❜t❛✐♥∫
Ω
1
µ
(∇×E) · (∇×E∗) dx− ω2
∫
Ω
ǫE ·E∗ dx−
∫
∂Ω
1
µ
(∇×E) · (n×E∗) dx = 0, ✭✺✳✹✮
❢♦r ❛❧❧ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ E
∗
r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❛ss✉♠❡❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ n × E∗ = 0 ♦♥ ∂Ω ✇❤❡r❡ ❉✐r✐❝❤❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✱
✐✳❡✳ n×E ♦♥ ∂Ω✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛r❡
❛ss✉♠✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✇❡❛❦
❢♦r♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ∫
Ω
1
µ
(∇×E) · (∇×E∗) dx− ω2
∫
Ω
ǫE ·E∗ dx = 0 ✭✺✳✺✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✺✮ ♣r♦❞✉❝❡s s♣✉r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡
❡✈❡♥ ✐❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✮ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥ ∇ · (ǫE) = 0✱ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✺✮ ❞♦❡s
♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉❧s♦r②
❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡s❡ s♣✉r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠
❬❖t✐♥ ✷✵✶✸❪
∇×
(
1
µ
∇×E
)
− ǫ∇
(
1
ǫǫµ
∇ · (ǫE)
)
− ω2ǫE = 0, ✭✺✳✻✮
✇❤♦s❡ ✭r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✮ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞♦✲
♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ r❡❛❞s∫
Ω
1
µ
(∇×E) · (∇×E∗) dx− ω2
∫
Ω
ǫE ·E∗ dx +
∫
Ω
τ
ǫǫµ
(∇ · (ǫE)) (∇ · (ǫE∗)) dx −
∫
∂Ω
τ
ǫǫµ
(∇ · (ǫE) (n · (ǫE∗))) dx = 0, ✭✺✳✼✮
✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❖t✐♥ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇❤❡r❡ ✐t ✈❛♥✐s❤❡s✳
✺✳✶✳✷ ■♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ Ω = Ωp × Ωt✱ ✇✐t❤ Ωp ⊂ R2 ❛♥❞ Ωt ∈ R✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ Ω ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥
✐ts ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t (x, y) ∈ Ωp ❛♥❞ ✐ts ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ z ∈ Ωt✳
✶✼✵
✺✳✶✳ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✺✳✶✳✷✳✶ ❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
E(x, y, z) ≈
N∑
i=1
Pi(x, y) ◦Ti(z) =


N∑
i=1
P xi (x, y) · T xi (z)
N∑
i=1
P yi (x, y) · T yi (z)
N∑
i=1
P zi (x, y) · T zi (z)


, ✭✺✳✽✮
✇❤❡r❡ ✧◦✧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✱ Pi ❛♥❞ Ti r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦


∂Ex
∂x
∂Ex
∂y
∂Ex
∂z
∂Ey
∂x
∂Ey
∂y
∂Ey
∂z
∂Ez
∂x
∂Ez
∂y
∂Ee
∂z

 ≈ N∑
i=1


∂Pxi
∂x
∂Pxi
∂y
P xi
∂P
y
i
∂x
∂P
y
i
∂y
P yi
∂P zi
∂x
∂P zi
∂y
P zi

 ◦

 T
x
i T
x
i
∂Txi
∂z
T yi T
y
i
∂T
y
i
∂z
T zi T
z
i
∂T zi
∂z

 =
N∑
i=1
Pi(x, y) ◦ Ti(z), ✭✺✳✾✮
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✼✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❥✉st ♣r♦♣♦s❡❞ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛❝❝❡♣t ❛ s✐♠✐❧❛r s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P ❧❛②❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥s✐❞❡✳
■❢ H ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❧✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss h✱ ✐t r❡s✉❧ts h = HP ✳ ◆♦✇✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧② χi(z)✱ i = 1, · · · ,P✿
χi(z) =
{
1 if (i− 1)h ≤ z < ih
0 elsewehere
, ✭✺✳✶✵✮
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠

µ(x, y, z) =
P∑
i=1
µi · χi(z)
ǫ(x, y, z) =
P∑
i=1
ǫi · χi(z)
, ✭✺✳✶✶✮
❜❡✐♥❣ µi ❛♥❞ ǫi t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✭t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣❡r✲
♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✮ ✐♥ t❤❡ i✲❧❛②❡r✳
✺✳✶✳✷✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
◆♦✇✱ ❜❡❢♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✱ ✇❡ ♠✉st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♣♣❧✐❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧② t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s Ex ❛♥❞ Ey t❤❛t ♠♦r❡♦✈❡r ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✶✼✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❛t t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❋♦r Ez t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❜✉t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❥✉♠♣ r❡❛❞s
ǫjEz(z
−
j ) = ǫj+1Ez(z
+
j ), ✭✺✳✶✷✮
✇❤❡r❡ j ≥ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✐❡s j ❛♥❞ j + 1✱ zj ✐ts ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ zj = jh✱ ❛♥❞ Ez(z
−
j ) ❛♥❞ Ez(z
+
j ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ z−j = zj − ν ❛♥❞ z+j = zj + ν✱ ✇✐t❤ ν ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥s✉r✐♥❣
ν ≪ h✳ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬●✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✱
❇✉r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜✐❧✐♥❡❛r q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s✱ ◗✶ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐✳❡✳ P xi (x, y)✱ P
y
i (x, y) ❛♥❞ P
z
i (x, y)✳ ■♥ ✇❤❛t r❡s♣❡❝t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✶❉
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s T xi (z) ❛♥❞ T
y
i (z)✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢
Ex(x, y, z) ❛♥❞ Ey(x, y, z)✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Ez(x, y, z) ❛❝r♦ss
t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ Ωz ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣❧②
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ T zi ✱ ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬P❛✉❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✼✱
P❛✉❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽✱ ❇♦②s❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ❖t✐♥ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ Ez ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
✺✳✶✳✸ P●❉✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst n−1 ♠♦❞❡s ✭t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠✮ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ En−1(x, y, z) ✇✐t❤ n ≥ 1✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t r❡❛❞s✿
En(x, y, z) = En−1(x, y, z) +Pn(x, y) ◦Tn(z), ✭✺✳✶✸✮
✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✈❡❝t♦rs Pn ❛♥❞ Tn ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pni ❛♥❞ T
n
i ✭i = 1, 2, 3✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
(x, y) ❛♥❞ z r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ E
∗
r❡❛❞s
E
∗
= P∗ ◦Tn +Pn ◦T∗✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✐♥t♦ ✭✺✳✼✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r♦✲
❝❡❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ Pn,k ❢r♦♠ Tn,k−1 ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ Tn,k
❢r♦♠ t❤❡ ❥✉st ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ Pn,k ✇❤❡r❡ k r❡❢❡rs t♦ t❤❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
‖Pn,k ◦ Tn,k − Pn,k−1 ◦ Tn,k−1‖ < ν ✭ν ❜❡✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✱ t❤❛t r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pn,k → Pn ❛♥❞ Tn,k → Tn✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t st❡♣ ❝♦♥t✐♥✉❡s
❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♠♦❞❡ Pn+1 ◦Tn+1✳ ❚❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✐❞✉❛❧
❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳
❲❤❡♥ Tn ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ E
⋆
❣✐✈❡♥ ❜② P⋆ ◦ Tn✳ ❇②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ Ωt
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
✷❉ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ωp ✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
str❛t❡❣②✱ ❡✳❣✳ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Pn✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ Pn ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ E
⋆
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P
n ◦ T⋆✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ Ωp
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ❛r❡ ❛t ♣r❡s❡♥t ❦♥♦✇♥✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✶❉ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ωt ✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❖❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Tn✳
✶✼✷
✺✳✶✳ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ t❤✐s s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞ ✇✐t❤ Nx✱ Ny
❛♥❞ Nz ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ x✱ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✉❛❧ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ✐♠♣❧② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❝❛❧❡s ✇✐t❤ Nx · Ny · Nz✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s N ♠♦❞❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st s♦❧✈❡ ❛❜♦✉t N ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❝❛❧❡s ❛s
N ·Nx ·Ny✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s Nz ≫ N t❤❡ ✉s❡
♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♥❡✈❡r ✉♥t✐❧ ♥♦✇ s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❧✐❣❤t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
✺✳✶✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❧❛♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧✐❡s✱ ✸ ❛♥❞ ✷✾ ❧❛②❡rs
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✺✳✶✳✹✳✶ ✸✲❧❛②❡r ❧❛♠✐♥❛t❡
❚❤❡ ✜rst ❧❛♠✐♥❛t❡ ♦❢ 0.5m× 0.5m× 3mm ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❧✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss❡s
✭1mm ❡❛❝❤✮✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 50×
50 = 2500 ◗✶ ❜✐❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✶❉ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 3000 ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✭1000 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❧❛②❡r✮✳
❚❤❡ ❧❛②❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ǫ = 10ǫ0✱ µ = µ0 ❛♥❞ σ = 10−2S/m✱ ✇✐t❤ ǫ0 ❛♥❞ µ0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r
❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ ❜❡✐♥❣ ✐ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ǫ = ǫ0✱ µ = µ0 ❛♥❞ σ = 104S/m✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❜♦t❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✱
t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss❡s ❤❡r❡ ♠♦st❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡rs✱
✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r t❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳
❚❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❧❛②❡rs ❛t t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡
t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇② ❧♦❝❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t② ❧❛②❡rs ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐✳❡✳ E× n✳
❚❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈❡❝t♦r V
V =

 cos kx+ cos kycos ky
τ cos kx

 , ✭✺✳✶✹✮
✇✐t❤ k = 20π✱ τ = 1 ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ♦♥❡ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❥✉♠♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❛✉ss ❧❛✇✳
✶✼✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 30 ❡❧❡♠❡♥ts
✳
❚♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✭t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❜❡✐♥❣ δ =√
2/ωµ0σ ≈ 0.1mm✮✱ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✶✲✺✳✶✸ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Ez(0.25, 0.25, z) ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
❧❛②❡r✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧❡s ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤♦✉s❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ t❤♦✉s❛♥❞s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧② ♠❡s❤❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡①tr❡♠❡❧②
❞✐st♦rt❡❞✮ ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲
♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠❡s❤❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❡s❤ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐✲
❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✭t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♦♥❡s ❧♦❝❛t❡ ❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❛②❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t
❡✛❡❝ts ❧♦❝❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s
❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✭t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡❡♣t✮✳
✺✳✶✳✹✳✷ ✷✾✲❧❛②❡r ❧❛♠✐♥❛t❡
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛♠✐♥❛t❡ ♦❢ 0.5m× 0.5m× 2.9mm ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✾ ♣❧✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss❡s
✭0.1mm ❡❛❝❤✮ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✺✳✶✺✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✶✼✽
✺✳✶✳ ❖♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 300 ❡❧❡♠❡♥ts
✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 3000 ❡❧❡♠❡♥ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✿ ✭❧❡❢t✮ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥t
✳
❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 50 × 50 = 2500 ◗✶ ❜✐❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✶❉ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 1450 ❧✐♥❡❛r
❡❧❡♠❡♥ts ✭50 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❧❛②❡r✮✳
❚❤❡ ❧❛②❡rs ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
ǫ = 5ǫ0✱ µ = µ0 ❛♥❞ σ = 0S/m✱ ✇✐t❤ ǫ0 ❛♥❞ µ0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧❛r❣❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ ❜❡✐♥❣ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ǫ = ǫ0✱ µ = µ0 ❛♥❞ σ = 1S/m✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
t❤❛t ✇❡r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r ❧❛♠✐♥❛t❡✳
❋✐❣s✳ ✺✳✶✻✲✺✳✶✽ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Ex ❛♥❞
Ey✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Ez ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❥✉♠♣
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛
❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♦✉t✲♦❢✲r❡❛❝❤ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✸❉ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❤❡❛♣
❛♥❞ ❢❛st ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥t ✭t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵ s❡❝♦♥❞s ✉s✐♥❣
❛ st❛♥❞❛r❞ ❧❛♣t♦♣✮✳
✺✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t✲✐ts✲t❤✐❝❦♥❡ss ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❝❤❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛❧❧s
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
✶✽✵
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ Ey(0.25, 0.25, z)
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ Ez(0.25, 0.25, z)
✳
✶✽✷
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
♥✐q✉❡s✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✐t✱ ♠✐❝r♦♠❡tr✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✉s✉❛❧
❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛rts✳ ■t ❛❧❧♦✇s ③♦♦♠✐♥❣ ❛t r❡❣✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❛②❡r✱ t❤❛t ❧♦❝❛❧✲
✐③❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♥❛rr♦✇ ❧❛②❡r✱ ✇❤♦s❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♦✉t
♦❢ r❡❛❝❤ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ✉♥❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞
❛❝r♦ss t✇♦ ❧❛②❡rs ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ✜❡❧❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❥✉♠♣s ❛t t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣✲
❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝✉r❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦❡❞ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❛s
s♦♦♥ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s s♦♦♥ ❛s ❝♦♠♣❧❡① ❉✐r✐❝❤❧❡t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧♠♦st ✇r♦♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ●❛✉ss ❧❛✇ ✇❛s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ ❢♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ s✉❜t❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡✱ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Ez ✐s ♥♦t
❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t❤❡ ♣❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡s Ez ❥✉♠♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ●❛✉ss ❧❛✇✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
✭❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✮ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Ez ❜❡❝♦♠❡s
✇r♦♥❣ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ P●❉ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦✉ts✐❞❡ ❛♥❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳
✺✳✷ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r
❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t✲✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐♥ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❧♦❣② ❛❧❧❡✈✐❛t❡s ✉♥❛✛♦r❞❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐♥♥❡st
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥
✐s str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ r❡✈✐s✐ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤②❜r✐❞
❡①♣❧✐❝✐t✴✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧✲
♦❣② ❢r♦♠ s♦♠❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳
✺✳✷✳✶ ❊❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s✿ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦
σ = C : ǫ, ✭✺✳✶✺✮
✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ǫ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐✳❡✳ ǫ = ∇su✱ ✇❤❡r❡ ∇s r❡❢❡rs t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ σ✱ ǫ ❛♥❞ C ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡
✶✽✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ u(x, t) ❢♦r x ∈ Ω ❛♥❞ t ∈ I = [0, T ]✱ r❡❛❞s
ρu¨(x, t) = ∇ · σ, ✭✺✳✶✻✮
✇✐t❤ ρ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ u˙ ❛♥❞ u¨ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② Γ = ∂Ω ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥
r❡❣✐♦♥s✱ ΓD ❛♥❞ ΓN ✱ ✇❤❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✱ ✇✐t❤
ΓD∪ΓN = Γ ❛♥❞ ΓD∩ΓN = ∅✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥✉❧❧✱ ✐✳❡✳ u˙(x, t =
0) = 0 ❛♥❞ u(x, t = 0) = 0✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✭✺✳✶✻✮ r❡❛❞s
ρ
∫
Ω
u∗ · u¨ dx+
∫
Ω
ǫ(u∗) · (Cǫ(u)) dx =
∫
ΓN
u∗ · F dx, ✭✺✳✶✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ tr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ F = F(t)✳
✺✳✷✳✶✳✶ ■♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ Ω ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss✮ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r♦✉t❡ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣
✸❉ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ Ω = Ωxy × Ωz✳
❊✈❡♥ ✐❢ ❛s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛♥②
t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✺✱ ❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s❝❤❡♠❡s✳
❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ u(x, y, z, t = k∆t) = uk(x, y, z)✱ ✇✐t❤ ∆t t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡
✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡ tk = k∆t✱
uk(x, y, z)✱ r❡❛❞s
uk(x, y, z) =

uk(x, y, z)vk(x, y, z)
wk(x, y, z)

 ≈ ukN (x, y, z) = N∑
i=1

ui,kxy (x, y) · ui,kz (z)vi,kxy (x, y) · vi,kz (z)
wi,kxy (x, y) · wi,kz (z)

 =
N∑
i=1
Ui,kxy (x, y) ◦Ui,kz (z) ✭✺✳✶✽✮
✇❤❡r❡ “ ◦ ” r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤
Ui,kxy (x, y) =

ui,kxy (x, y)vi,kxy (x, y)
wi,kxy (x, y)

 =

ui,kxyvi,kxy
wi,kxy

 , ✭✺✳✶✾✮
Ui,kz (z) =

ui,kz (z)vi,kz (z)
wi,kz (z)

 =

ui,kzvi,kz
wi,kz

 , ✭✺✳✷✵✮
✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✳
✶✽✹
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛t t✐♠❡ tk✱
ǫk ≡ ǫ(uk)✿
ǫ(uk) ≈
N∑
i=1


∂ui,kxy
∂x
· ui,kz
∂vi,kxy
∂y
· vi,kz
wi,kxy · ∂w
i,k
z
∂z
∂ui,kxy
∂y
· ui,kz + ∂v
i,k
xy
∂x
· vi,kz
∂wi,kxy
∂x
· wi,kz + ui,kxy · ∂u
i,k
z
∂z
∂wi,kxy
∂y
· wi,kz + vi,kxy · ∂v
i,k
z
∂z


. ✭✺✳✷✶✮
❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦r ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst n−1 ♠♦❞❡s ✭t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠✮ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ukn−1(x, y, z) ✇✐t❤ n ≥ 1✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t r❡❛❞s✿
ukn(x, y, z) = u
k
n−1(x, y, z) +U
n,k
xy (x, y) ◦Un,kz (z) ✭✺✳✷✷✮
✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✈❡❝t♦rsUn,kxy ❛♥❞U
n,k
z ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ u∗ r❡❛❞s u∗ = U∗xy ◦Un,kz +Un,kxy ◦U∗z✳
❲✐t❤ ❜♦t❤ Un,kxy ❛♥❞ U
n,k
z ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❲❡
♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s✳
❲❤❡♥ Un,kz ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ u
⋆ ❣✐✈❡♥ ❜② U⋆xy ◦Un,kz ✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ Ωz
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✷❉
✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ωxy ✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
str❛t❡❣②✱ ❡✳❣✳ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Un,kxy ✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ Un,kxy ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ u
⋆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Un,kxy ◦U⋆z✳
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ Ωxy
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ❛r❡ ❛t ♣r❡s❡♥t ❦♥♦✇♥✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✶❉ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ωz ✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❖❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Un,kz ✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✸❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷❉ ❛♥❞ ✶❉ s♦❧✉t✐♦♥s✱
✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳
✺✳✷✳✷ ❚✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ str❛t❡❣② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t t✐♠❡ tk+1 t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✭t✇♦ ❝♦♠♠✉♥ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✮✱
❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②
ρ
∫
Ω
u∗ · u
k+1 − 2uk + uk−1
∆t2
dx+
∫
Ω
ǫ(u∗) ·
(
Cǫ
(
uk+1 + uk−1
2
))
dx =
∫
ΓN
u∗ · F
k+1 + Fk−1
2
dx, ✭✺✳✷✸✮
t❤❛t ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥❡
ρ
∫
Ω
u∗ · u
k+1 − 2uk + uk−1
∆t2
dx+
∫
Ω
ǫ(u∗) · (Cǫ(uk)) dx = ∫
ΓN
u∗ · Fkdx, ✭✺✳✷✹✮
✶✽✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
t❤❛t ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ∆tmax✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥
∆t < ∆tmax✱ ❣✐✈❡♥ ❜②
∆tmax =
L
c
, ✭✺✳✷✺✮
✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡
s♣❡❡❞ c ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
c =
√
E
(
1− ν)(
1 + ν
)(
1− 2ν)ρ . ✭✺✳✷✻✮
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦❞❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❧✐❦❡
♣❧❛t❡s ♦r s❤❡❧❧s✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥
✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t s❝❛♣❡ t♦ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✱ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭♠✉❝❤ ✜♥❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✮
t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐t✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❢✉❧❧② ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭❡✳❣✳ ♣❧❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s✮ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛s ♠❛♥②
❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✿
• ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✷❉ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜✉t
❛s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ st❡♣ r❡♠❛✐♥s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ❝❛s❡s❀
• ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✸❉ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s t❤❡ t✐♠❡
st❡♣ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐❝❦♥❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤❀
• ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r
❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✱ ❜♦t❤ ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st❀
• ■♥ ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ ❡❧❛st♦st❛t✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t
❛❧❧♦✇❡❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡
♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ s♦❧✉t✐♦♥s❀
• ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❢❛✐❧s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥❀
• ■t ✐s ✐♥ t❤❛t ✐♠♣❛ss❡ t❤❛t ♦♥❡ ✐s t❡♠♣t❡❞ ♦❢ ✉s✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ ♠♦❞❡❧s✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❤②❜r✐❞
t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡✲
st❡♣ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧♦♥❣
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✮✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛s st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥❀
✶✽✻
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
• ❖❜✈✐♦✉s❧② ❢✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛❝❡ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥t❡r❡st
✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❜✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ❢✉❧❧②
❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❢❛✐❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦♦ str✐♥❣❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
t♦♦ ✜♥❡ t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥❀
❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜♥❡
t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐❝❦♥❡ss r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ s♣❛❝❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ♦♣❡r✲
❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡s❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s r❡t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞♦❧✲
♦❣②✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❢✉❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭t❤❡ ♦♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✐♥✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭❜❡✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐♥♥❡ss ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t✮✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✷❉ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❞❡❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦❞❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡ t❤r♦✉❣❤✲♦❢✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✭✸❉✮ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t②✳
✺✳✷✳✷✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t✲✐♥✲♣❧❛♥❡ ✴ ✐♠♣❧✐❝✐t✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡
❆s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❥✉st r❡❢❡rr❡❞ st❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
✭✐♠♣❧②✐♥❣ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s✮ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r❡❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s✐③❡ ♠❡s❤✱ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss✳
❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛t t✐♠❡ tk t❤❡ str❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
ǫh(uk) =


uk,x
vk,y
wk+1,z +w
k−1
,z
2
vk+1,z +v
k−1
,z
2 + w
k
,y
uk+1,z +u
k−1
,z
2 + w
k
,x
uk,y + v
k
,x


≈


∑Nk
i=1 u
i,k
xy,x · ui,kz∑Nk
i=1 v
i,k
xy,y · vi,kz
∑Nk+1
i=1 w
i,k+1
xy ·w
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 w
i,k−1
xy ·w
i,k−1
z,z
2∑Nk+1
i=1 v
i,k+1
xy ·v
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 v
i,k−1
xy ·v
i,k−1
z,z
2 +
∑Nk
i=1 w
i,k
xy,y · wi,kz
∑Nk+1
i=1 u
i,k+1
xy ·u
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 u
i,k−1
xy ·u
i,k−1
z,z
2 +
∑Nk
i=1 w
i,k
xy,x · wi,kz∑Nk
i=1 u
i,k
xy,y · ui,kz +
∑Nk
i=1 v
i,k
xy,x · vi,kz


✭✺✳✷✼✮
✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ u• ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x ✐s ♥♦t❡❞ ❜② u•,x ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t •h r❡❢❡rs t♦
✶✽✼
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
✐ts ❤②❜r✐❞ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ Nk+1, Nk, Nk−1 ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t✐♠❡s st❡♣s k + 1, k ❛♥❞ k − 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✭t❤✐❝❦♥❡ss✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❛ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥❡ ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❛ ✐s s♦♠❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❛❦✐♥❣ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡♠✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❛ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛t t✐♠❡ tk+1✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ uk+1✱
✈❡r✐❢②✐♥❣∫
Ω
ρu∗ · u
k+1 − 2uk + uk−1
∆t2
dx+
∫
Ω
ǫ(u∗) · (Cǫh(u)) dx = ∫
ΓN
u∗ · Fk dx. ✭✺✳✷✽✮
❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ tk+1 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t n − 1 t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛t
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ t❡r♠ n✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
uk+1n−1(x, y, z) =

uk+1n−1(x, y, z)vk+1n−1(x, y, z)
wk+1n−1(x, y, z)

 = n−1∑
i=1
Ui,k+1xy (x, y) ◦Ui,k+1z (z), ✭✺✳✷✾✮
✇✐t❤
uk+1n (x, y, z) = u
k+1
n−1(x, y, z) +P
k+1(x, y) ◦Tk+1(z). ✭✺✳✸✵✮
✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s Un,k+1xy ❛♥❞ U
n,k+1
z ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ ❜② Pk+1(x, y) ❛♥❞ Tk+1(z)✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
Pk+1(x, y) =

pk+1u (x, y)pk+1v (x, y)
pk+1w (x, y)

 , ✭✺✳✸✶✮
❛♥❞
Tk+1(z) =

tk+1u (z)tk+1v (z)
tk+1w (z)

 . ✭✺✳✸✷✮
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛❧❧♦✇s ✇r✐t✐♥❣
ǫhn(x, y, z) = ǫ
h
n−1(x, y, z) + ǫ
h
PT (x, y, z) ✭✺✳✸✸✮
✇❤❡r❡
ǫhn−1(x, y, z) =


uk,x
vk,y
w
k+1
n−1,z+w
k−1
,z
2
v
k+1
n−1,z+v
k−1
,z
2 + w
k
,y
u
k+1
n−1,z+u
k−1
,z
2 + w
k
,x
uk,y + v
k
,x


=


∑Nk
i=1 u
i,k
xy,x · ui,kz∑Nk
i=1 v
i,k
xy,y · vi,kz
∑n−1
i=1 w
i,k+1
xy ·w
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 w
i,k−1
xy ·w
i,k−1
z,z
2∑n−1
i=1 v
i,k+1
xy ·v
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 v
i,k−1
xy ·v
i,k−1
z,z
2 +
∑Nk
i=1 w
i,k
xy,y · wi,kz
∑n−1
i=1 u
i,k+1
xy ·u
i,k+1
z,z +
∑Nk−1
i=1 u
i,k−1
xy ·u
i,k−1
z,z
2 +
∑Nk
i=1 w
i,k
xy,x · wi,kz∑Nk
i=1 u
i,k
xy,y · ui,kz +
∑Nk
i=1 v
i,k
xy,x · vi,kz


, ✭✺✳✸✹✮
✶✽✽
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
❛♥❞
ǫhPT (x, y, z) =


0
0
pk+1w ·t
k+1
w,z
2
pk+1v ·t
k+1
v,z
2
pk+1u ·t
k+1
u,z
2
0


.
❚❤❡ t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❛❞s
u∗(x, y, z) =

p∗u(x, y) · tk+1u (z) + pk+1u (x, y) · t∗u(z)p∗v(x, y) · tk+1v (z) + pk+1v (x, y) · t∗v(z)
p∗w(x, y) · tk+1w (z) + pk+1w (x, y) · t∗w(z)

 =
P∗ ◦Tk+1 +Pk+1 ◦T∗, ✭✺✳✸✺✮
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str❛✐♥
ǫ(u∗(x, y, z)) =


p∗u,x · tk+1u + pk+1u,x · t∗u
p∗v,y · tk+1v + pk+1v,y · t∗v
p∗w · tk+1w,z + pk+1w · t∗w,z
p∗w,y · tk+1w + pk+1w,y · t∗w + p∗v · tk+1v,z + pk+1v · t∗v,z
p∗w,x · tk+1w + pk+1w,x · t∗w + p∗u · tk+1u,z + pk+1u · t∗u,z
p∗v,x · tk+1v + pk+1v,x · t∗v + p∗u,y · tk+1u + pk+1u,y · t∗u


. ✭✺✳✸✻✮
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
tr❛❝t✐♦♥ F ♦♥ ΓN ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ t❡r♠ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
Fk(x, y, z) = Fkx,y(x, y) ◦ Fkz(z). ✭✺✳✸✼✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❊q✳ ✭✺✳✷✽✮ r❡❛❞s∫
Ω
ρu∗ · P
k+1 ◦Tk+1
∆t2
dx+
∫
Ω
ǫ(u∗) · (CǫhPT ) dx =
−
∫
Ω
ρu∗ · u
k+1
n−1 − 2uk + uk−1
∆t2
dx−
∫
Ω
ǫ(u∗) · (Cǫhn−1) dx+
∫
ΓN
u∗ · Fk dx. ✭✺✳✸✽✮
❆s ❜♦t❤ Pk+1 ❛♥❞ Tk+1 ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✸✽✮ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧② r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❆s ❛s ✉s✉❛❧ ✐♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ Tk+1 ❦♥♦✇♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡s Pk+1 ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ✉♣❞❛t❡s Tk+1✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✮✳
❲❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ Tk+1 ❦♥♦✇♥ t❤❡ t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❛❞s
u∗(x, y, z) =

p∗u(x, y) · tk+1u (z)p∗v(x, y) · tk+1v (z)
p∗w(x, y) · tk+1w (z)

 = P∗ ◦Tk+1, ✭✺✳✸✾✮
t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✸✽✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ Pk+1✳ ◆♦✇✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❧❛st ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ t❡st ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s
u∗(x, y, z) =

pk+1u (x, y) · t∗u(z)pk+1v (x, y) · t∗v(z)
pk+1w (x, y) · t∗w(z)

 = Pk+1 ◦T∗, ✭✺✳✹✵✮
✶✽✾

✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
E ✭N/m2✮✿ 2 1011
ν✿ 0.25
ρ ✭kg/m3✮✿ 8000
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0
2
4
6
8
10
x 107
time (s)
fo
rc
e 
(N
)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ▲♦❛❞✐♥❣
❜❡❝♦♠❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡✱ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳
❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭♦♥❧② ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ✇❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✮✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ✭✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ Nx✱
Ny ❛♥❞ Nz r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x✱ y
❛♥❞ z✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♣♦✐♥t ♦♥ s❡❣♠❡♥t ❋● ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ str❛t❡❣② ❛❣r❡❡s ✐♥ ♠✐♥✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Hx✿ 3m
Hy✿ 3m
Hz✿ 0.1m
Nx✿ 10
Ny✿ 2
Nz✿ 10
∆t✿ 10−6 s
✶✾✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ Lxy✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ Lz✳
✶✾✷
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
(s)
(m
)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ❱❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ s❡❣♠❡♥t ❋●
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳
✺✳✷✳✸✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r✐❝❤❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ r✐❝❤❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ❝♦♥s✐sts ♥♦✇ ✐♥ ❛
❧❛♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✽ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❧✐❡s [0, 45,−45, 90]S ✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡ ♥♦✇ ✇r✐t❡s
❛❣❛✐♥ F(t) =
(
0, 0, A sin(ωt)
)
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ❇❈●❋✱ ✇✐t❤ A = 108 ❜✉t ♥♦✇ ✇✐t❤
ω = 200π✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✹✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ 0 ❞❡❣r❡❡✲♣❧② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✱ ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡
❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ ν t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ G t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ρ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡
s✉❜s❝r✐♣ts ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs
✭✶✮✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✸✮✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
❛❣❛✐♥ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐t r❡❛❞s


εxx
εyy
εzz
γyz
γxz
γxy


=


1
E1
−
ν12
E1
−
ν13
E1
0 0 0
−
ν12
E1
1
E2
−
ν23
E2
0 0 0
−
ν13
E1
−
ν23
E2
1
E3
0 0 0
0 0 0
1
G23
0 0
0 0 0 0
1
G13
0
0 0 0 0 0
1
G12




σxx
σyy
σzz
σyz
σxz
σxy


. ✭✺✳✹✸✮
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦♦ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲
t❤✐❝❦♥❡ss ♠❡s❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢
s❡❣♠❡♥t ❋●✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❤②❜r✐❞ str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
✶✾✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ▲♦❛❞✐♥❣ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ 0 ❞❡❣r❡❡✲♣❧②
E1 ✭N/mm
2✮✿ 120 · 103
E2 ✭N/mm
2✮✿ 8.9 · 103
E3 ✭N/mm
2✮✿ 8.9 · 103
ν12✿ 0.35
ν13✿ 0.35
ν23✿ 0.32
ν21✿ ν12
ν31✿ ν13
ν32✿ ν23
G12 ✭N/mm
2✮✿ 4.5 · 103
G13 ✭N/mm
2✮✿ 4.5 · 103
G23 ✭N/mm
2✮✿ 5.3 · 103
ρ ✭kg/m3✮✿ 1750
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Hx✿ 250mm
Hy✿ 100mm
Hz✿ 4mm
Nx✿ 10
Ny✿ 2
Nz✿ 48 ✭6 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ♣❧②✮
∆t✿ 10−6 s
✶✾✹
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
(s)
(m
)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ❱❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t ❋●
❋✐♥❛❧❧② ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t σzz ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭♠✐❞❞❧❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t ❋●✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t✴❡①♣❧✐❝✐t ❤②❜r✐❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛t❝❤
♣❡r❢❡❝t❧②✳
✺✳✷✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s❡s✳ ❇❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ❢❛❝ts✳ ❋✐rst✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s
❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧❛♣t♦♣✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉t ♥♦t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡
st❡♣ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣r♦✜ts t❤❛t ❧✐♥❡❛r✐t② ♦✛❡rs ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❧❧♦✇s ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✱ ✇✐t❤
Hx = Hy = 3m✱ Hz = 0.1m ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳✶ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱
t❤❡ ❧❛st ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❤❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✱ t❤❡ P●❉ ❝♦♥str✉❝t♦r
st♦♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ǫ = ǫ˜ = 10−6✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ P●❉ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ✐ts ❢✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ Nx✱ Ny ❛♥❞ Nz r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x✱ y ❛♥❞ z r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧②
✐♠♣❧✐❝✐t P●❉ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 400∆t]✱ ✇✐t❤ t❤❡
t✐♠❡✲st❡♣ ∆t = 10
−5
3 s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✲
st❡♣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❝❡❡❞s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦♥❡✳ ▲❛t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱ t✐♠❡✲st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦sts ✐♥ ❛
✶✾✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
0 0.005 0.01 0.015
time (s)
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
1
zz
 
(P
a)
107
implicit FEM
hybrid PGD
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ❙tr❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t σzz(t) ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ s❡❣♠❡♥t ❋●✳ ■♠♣❧✐❝✐t
❛♥❞ ❤②❜r✐❞✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ▼❡s❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼✳
▼❡s❤ ✶ ▼❡s❤ ✷ ▼❡s❤ ✸
Nx✿ 10 20 30
Ny✿ 10 20 30
Nz✿ 100 100 100
♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛♥♥❡r✳
◆♦✇✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❡①♣❧✐❝✐t✱ ❤②❜r✐❞
❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t✮ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 400∆t]✱ ✇❤✐t❤ ∆t = 10−7 s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✷✶ ❛♥❞ ✺✳✷✷ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❤②❜r✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r t✐♠❡✲st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❵▼❡s❤ ✷✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ [0, 4]ms✳ ❲❡ ✉s❡ ❛s t✐♠❡ st❡♣s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
∆tex = 10
−7 s ❛♥❞ ∆thy = 10−5 s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✷✾ r❡✈❡❛❧ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡✲st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✐♥❞✉❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s✳
✶✾✻
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
Mesh 1 Mesh 2 Mesh 3
0
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(s)
Hybrid PGD
Implicit PGD
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ❍②❜r✐❞ ✈❡rs✉s ✐♠♣❧✐❝✐t P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ▼❡s❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✺✳✷✽✳
▼❡s❤ ✹ ▼❡s❤ ✺ ▼❡s❤ ✻
Nx✿ 10 20 30
Ny✿ 10 20 30
Nz✿ 50 50 50
Mesh 4 Mesh 5 Mesh 6
0
100
200
300
400
500
600
tim
e 
(s)
Explicit PGD
Hybrid PGD
Implicit PGD
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✕ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ❤②❜r✐❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✾✼
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
Mesh 2
0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
tim
e 
(s)
Hybrid PGD
Explicit PGD
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✕ ❍②❜r✐❞ ✈❡rs✉s ❡①♣❧✐❝✐t P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ▼❡s❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽✳
▼❡s❤ ✼
Nx✿ 10
Ny✿ 10
Nz✿ 90
❚❤❡ ❧❛st ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠s ❛t t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r st❛❜✐❧✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❛♥ ✉s❡ ❧❛r❣❡r t✐♠❡✲st❡♣s t❤❛t t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞
❤②❜r✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② st❛❜✐❧✐t②
✐ss✉❡s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡✜♥❡❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ] ✇✐t❤ T = 6ms✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❋❊▼ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t = 10−7 s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❜♦t❤
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡❧❛t❡❞ t♦ ❋❊▼ ❛♥❞ P●❉ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡
s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P●❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✜rst t❤❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t = 2·10−5 s
t❤❛t ❡♥s✉r❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭P●❉ ❛♥❞ ❋❊▼✮ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡✲
st❡♣s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡rr♦r E ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ L2 ♥♦r♠✿
E =
(∫ T
0
∫
Ω
(u− uref )2 dxd t
) 1
2(∫ T
0
∫
Ω
u2refdxd t
) 1
2
. ✭✺✳✹✹✮
❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t✿ ✭✐✮ ✐♠♣❧✐❝✐t P●❉ ❛♥❞ ❋❊▼
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ P●❉ ❧❡ss ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐♠♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
t❤❛♥ ❤②❜r✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❧❛r❣❡r ❡rr♦rs✱ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛s❡✳
✶✾✽
✺✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t✲■♠♣❧✐❝✐t ❍②❜r✐❞ ❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❚❤✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❡s
Mesh 7
0
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4
5
6
tim
e 
(s)
104
Explicit PGD
Explicit FEM
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ✕ ❊①♣❧✐❝✐t P●❉ ✈❡rs✉s ❡①♣❧✐❝✐t ❋❊▼✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❍②❜r✐❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t P●❉ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✈❡rs✉s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲st❡♣s✮✳
❚✐♠❡ ❊rr♦r
∆t = 2 · 10−5 s ❍②❜r✐❞ P●❉✿ 65 s 8.3 · 10−3
■♠♣❧✐❝✐t P●❉✿ 203 s 8.4 · 10−3
■♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✿ 746 s 8.4 · 10−3
∆t = 4 · 10−5 s ■♠♣❧✐❝✐t P●❉✿ 185 s 1.66 · 10−2
■♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✿ 363 s 1.66 · 10−2
∆t = 6 · 10−5 s ■♠♣❧✐❝✐t P●❉✿ 145 s 2.47 · 10−2
■♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✿ 236 s 2.47 · 10−2
∆t = 8 · 10−5 s ■♠♣❧✐❝✐t P●❉✿ 88 s 3.27 · 10−2
■♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✿ 174 s 3.27 · 10−2
∆t = 10−4 s ■♠♣❧✐❝✐t P●❉✿ 63 s 4.05 · 10−2
■♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✿ 146 s 4.05 · 10−2
✶✾✾
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
✺✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ❤②❜r✐❞ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❧❛t❡s ♦r s❤❡❧❧s✳
❆ ✜rst ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣✲
❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸❉ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ ♣❧❛t❡ ♦r s❤❡❧❧s ♠♦❞❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ✸❉ ❛♥❞ ❛♥②
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❙✉❝❤ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❤❛s ❛ ♠❛✲
❥♦r ❤❛♥❞✐❝❛♣✱ t❤❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥
❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✮ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤❡r❡❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡①✲
♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ ♠✉❝❤ ❝♦❛rs❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡✱ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝❤❡♠❡ r❡♠❛✐♥s ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ✐t ♦♥❧② ❛✛❡❝ts ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❝❤❡❛♣✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❝♦♥st✐t✉t❡s
❛ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s❡❡♠s ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r
r❡♣r❡s❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ❡✛❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿
❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✜rst ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ✐♥ ❛
♥❛rr♦✇ ❣❛♣✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ str❛t✐✜❡❞ ✢♦✇s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠✉❧t✐ ❛①✐❛❧
❧❛♠✐♥❛t❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♣❧② ❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ t❤❡ ✜rst r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡
✢♦✇ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛ r✐❝❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥✱
❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡❢❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❝❡
t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ sq✉❡❡③❡ r❛t❡✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥s ❛ tr✐❝❦② ✐ss✉❡✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s✱ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s
r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬●❤♥❛t✐♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❢♦r ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✺✳✸✳✶ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣s
✺✳✸✳✶✳✶ ■♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ s✐♠✉❧❛✲
✷✵✵
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✜❡❧❞s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x = (x, y)✱ Pji (x)✱
❛♥❞ ♦t❤❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ z✱ Tji (z)✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

 v(x, z)p(x, z)
τ(x, z)

 =


u(x, z)
v(x, z)
w(x, z)
p(x, z)
τ(x, z)

 ≈


N∑
i=1
P 1i (x) · T 1i (z)
N∑
i=1
P 2i (x) · T 2i (z)
N∑
i=1
P 3i (x) · T 3i (z)
N∑
i=1
P pi (x) · T pi (z)
N∑
i=1
P τi (x) · T τi (z)


=
N∑
i=1
Pi(x) ◦Ti(z), ✭✺✳✹✺✮
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❲❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✢♦✇
♣r♦❜❧❡♠ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pi(x) ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✷❉ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ti(z) ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✶❉ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r✳
❊q✳ ✭✺✳✹✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠
v(x, z) ≈
N∑
i=1
Pvi (x) ◦Tvi (z) =


N∑
i=1
P 1i (x) · T 1i (z)
N∑
i=1
P 2i (x) · T 2i (z)
N∑
i=1
P 3i (x) · T 3i (z)


, ✭✺✳✹✻✮
✇❤❡r❡ ✧◦✧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥tr②✲✇✐s❡ ♦r ❍❛❞❛♠❛r❞✬s ♣r♦❞✉❝t✳
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✈❡❝t♦r c✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ c = a ◦ b✱
❤❛s ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ci = ai · bi✳ ■❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱
t❡♥s♦r c✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ c = a ◦b✱ ❤❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts cij = aij · bij ✭♥♦ s✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞❡①❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t r❡s✉❧ts a : b = c✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❛r c ❣✐✈❡♥ ❜② c = aij · bij
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞❡①❡s ✭❊✐♥st❡✐♥✬s s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✮✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✹✺✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ∇v(x, z) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
∇v =


∂u
∂x
∂u
∂y
∂u
∂z
∂v
∂x
∂v
∂y
∂v
∂z
∂w
∂x
∂w
∂y
∂w
∂z

 ≈ N∑
i=1


∂P 1i
∂x
∂P 1i
∂y
P 1i
∂P 2i
∂x
∂P 2i
∂y
P 2i
∂P 3i
∂x
∂P 3i
∂y
P 3i

 ◦

 T
1
i T
1
i
∂T 1i
∂z
T 2i T
2
i
∂T 2i
∂z
T 3i T
3
i
∂T 3i
∂z

 =
N∑
i=1
Pi(x) ◦ Ti(z). ✭✺✳✹✼✮
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ✸❉ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
✷✵✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
✺✳✸✳✶✳✷ ❋❧♦✇ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ξ = Ω×I✱ Ω ⊂ R2 ❛♥❞ I ⊂ R✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢✉✐❞✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ♠❛ss t❡r♠s r❡❞✉❝❡s t♦✿

∇ · σ = 0
σ = −pI+ 2ηD
∇ · v = 0
, ✭✺✳✹✽✮
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❈❛✉❝❤②✬s str❡ss t❡♥s♦r✱ I t❤❡ ✉♥✐t t❡♥s♦r✱ η t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✱ p t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✭▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥
t❡♥s♦r D ❞❡✜♥❡❞ ❛s
D =
∇v + (∇v)T
2
. ✭✺✳✹✾✮
❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s
p =
N∑
i=1
P pi (x) · T pi (z). ✭✺✳✺✵✮
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ x ❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ z ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✳
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛ t❡st ✈❡❧♦❝✐t②
v∗ ❛♥❞ ❛ t❡st ♣r❡ss✉r❡ p∗✱ t❤❡ ✜rst ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥✉❧❧ tr❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ∫
Ω×I
(−pTr(D∗) + 2ηD∗ : D) dx dz = 0, ✭✺✳✺✶✮
∫
Ω×I
−p∗Tr(D) dx dz = 0, ✭✺✳✺✷✮
✇❤❡r❡ ❊qs✳ ✭✺✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✷✮ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❛❧❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
2ηD∗ : D ≈ η
2
N∑
j=1
4∑
k=1
(
A
∗
jk(x) : Bjk(z) + Ajk(x) : B
∗
jk(z)
)
, ✭✺✳✺✸✮
pTr(D∗) ≈
N∑
i=1
P pi · T pi
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
, ✭✺✳✺✹✮
❛♥❞
p∗Tr(D) ≈
N∑
i=1
(P p · T p)∗
(
∂P 1i
∂x
T 1i +
∂P 2i
∂y
T 2i + P
3
i
∂T 3i
∂z
)
. ✭✺✳✺✺✮
✺✳✸✳✶✳✸ ❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦r
❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n− 1✱ n ≥ 1✱ t❤❡ ✜rst
n− 1 t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞
vn−1(x, z) =
n−1∑
i=1
Pvi (x) ◦Tvi (z), ✭✺✳✺✻✮
✷✵✷
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
pn−1(x, z) =
n−1∑
i=1
P pi (x) · T pi (z), ✭✺✳✺✼✮
t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✷✮ ❛r❡✿
D∗ : Dn−1 =
1
4
n−1∑
j=1
4∑
k=1
(
A
∗
jk(x) : Bjk(z) + Ajk(x) : B
∗
jk(z)
)
, ✭✺✳✺✽✮
pn−1Tr(D∗) ≈
n−1∑
i=1
P pi · T pi
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
, ✭✺✳✺✾✮
❛♥❞
p∗Tr(Dn−1) ≈
n−1∑
i=1
(P p · T p)∗
(
∂P 1i
∂x
T 1i +
∂P 2i
∂y
T 2i + P
3
i
∂T 3i
∂z
)
, ✭✺✳✻✵✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ vn(x, z) ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n
vn(x, z) =
n∑
i=1
Pvi (x) ◦Tvi (z) = vn−1(x, z) +Pvn(x) ◦Tvn(z), ✭✺✳✻✶✮
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ v∗(x, z)
v∗ = Pv∗ ◦Tvn +Pvn ◦Tv∗, ✭✺✳✻✷✮
t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s
∇v∗ = P∗ ◦ Tn + Pn ◦ T∗. ✭✺✳✻✸✮
❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ pn(x, z) ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n
pn(x, z) =
n∑
i=1
P pi (x) · T pi (z) = pn−1(x, z) + P pn(x) · T pn(z), ✭✺✳✻✹✮
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
p∗ = P p∗ · T pn + P pn · T p∗. ✭✺✳✻✺✮
■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐t r❡s✉❧ts
4D∗ : Dn =
n−1∑
j=1
4∑
k=1
(
A
∗
jk(x) : Bjk(z) + Ajk(x) : B
∗
jk(z)
)
+
4∑
k=1
(A∗nk(x) : Bnk(z) + Ank(x) : B
∗
nk(z)) , ✭✺✳✻✻✮
pnTr(D∗) ≈
n−1∑
i=1
P pi · T pi
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
+
P pn · T pn
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
, ✭✺✳✻✼✮
❛♥❞
p∗Tr(Dn) ≈
n−1∑
i=1
(P p · T p)∗
(
∂P 1i
∂x
T 1i +
∂P 2i
∂y
T 2i + P
3
i
∂T 3i
∂z
)
+
✷✵✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
(P p · T p)∗
(
∂P 1n
∂x
T 1n +
∂P 2n
∂y
T 2n + P
3
n
∂T 3n
∂z
)
, ✭✺✳✻✽✮
✇❤❡r❡ (
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
=
(
∂P 1∗
∂x
T 1n +
∂P 2∗
∂y
T 2n + P
3∗ ∂T
3
n
∂z
)
+
(
∂P 1n
∂x
T 1∗ +
∂P 2n
∂y
T 2∗ + P 3n
∂T 3∗
∂z
)
, ✭✺✳✻✾✮
❛♥❞
(P p · T p)∗ = P p∗ · T pn + P pn · T p∗. ✭✺✳✼✵✮
❚❤✉s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✷✮✇r✐t❡s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n✿
∫
Ω×I
−P pn · T pn
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
dx dz+
∫
Ω×I
η
2
(
4∑
k=1
A
∗
nk(x) : Bnk(z) + Ank(x) : B
∗
nk(z)
)
dx dz =
∫
Ω×I
n−1∑
j=1
P 4i · T 4i
(
∂P 1
∂x
T 1 +
∂P 2
∂y
T 2 + P 3
∂T 3
∂z
)∗
dx dz−
∫
Ω×I
η
2

n−1∑
j=1
4∑
k=1
(
A
∗
jk(x) : Bjk(z) + Ajk(x) : B
∗
jk(z)
) dx dz, ✭✺✳✼✶✮
❛♥❞ ∫
Ω×I
−(P p · T p)∗
(
∂P 1n
∂x
T 1n +
∂P 2n
∂y
T 2n + P
3
n
∂T 3n
∂z
)
dx dz =
∫
Ω×I
n−1∑
i=1
(P p · T p)∗
(
∂P 1i
∂x
T 1i +
∂P 2i
∂y
T 2i + P
3
i
∂T 3i
∂z
)
dx dz. ✭✺✳✼✷✮
❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ✭✺✳✼✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✷✮ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pn ❛♥❞ Tn✳ ❚❤✉s ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r②✱
t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pn(x) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥✮ ♠❛tr✐❝❡s A∗jk ❛♥❞ F
∗
j ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s(
∂P 1∗
∂x
T 1n +
∂P 2∗
∂y
T 2n + P
3∗ ∂T
3
n
∂z
)
❛♥❞ P p∗ ✈❛♥✐s❤✳ ❇❡✐♥❣ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
x ❦♥♦✇♥✱ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ Ω ✐♥ ✭✺✳✼✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦✉r s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ Tn(z)✱ T 1n(z)✱ T
2
n(z)✱ T
3
n(z) ❛♥❞ T
p
n(z)✳
✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉st ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ Tn(z)✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ B∗jk✱ G
∗
j ✱ T
p∗ ❛♥❞(
∂P 1n
∂x
T 1∗ +
∂P 2n
∂y
T 2∗ + P 3n
∂T 3∗
∂z
)
✈❛♥✐s❤✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❊qs✳ ✭✺✳✼✶✮
❛♥❞ ✭✺✳✼✷✮ ✐♥ I✳ ■t ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Pn(x) t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦✉r s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s P 1n(x)✱ P
2
n(x)✱ P
3
n(x)
❛♥❞ P pn(x)✳
✷✵✹
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pn ❛♥❞ Tn ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✲
✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r✳ ■❢ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❜♦t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s
(
v(x, z)
p(x, z)
)
=
n∑
i=1
Pi(x) ◦Ti(z). ✭✺✳✼✸✮
■❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞✱ ♦♥❡ r❡t✉r♥s t♦ st❡♣ 1 ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
Pn t♦ r❡✲❝♦♠♣✉t❡ Tn
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✲
♦✉t s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✺✳✸✳✶✳✹ ❋❧♦✇ ✐♥ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P ❧❛②❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝
✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ηi✱ t❤✉s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐ts ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■❢ H ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❧✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss h✱ ✐t r❡s✉❧ts h = HP ✳ ◆♦✇✱ ❢r♦♠
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧② χi(z)✱ i = 1, · · · ,P✿
χi(z) =
{
1 if (i− 1)h ≤ z < ih
0 elsewehere
, ✭✺✳✼✹✮
t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② r❡❛❞s
η(x, z) =
P∑
i=1
ηi · χi(z), ✭✺✳✼✺✮
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ ηi(x) = ηi✳
❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✺✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❊qs✳
✭✺✳✼✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✷✮✳
✺✳✸✳✷ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r❡♣r❡❣ ♣❧② r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❜r❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ pT =
(px, py, 0)✱ ‖p‖ = 1✱ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ r❡s✐♥ ❡①❤✐❜✐ts
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤✉s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v(x, z) ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✢✉✐❞ ♠✉st
s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts
∇ · v = 0, ✭✺✳✼✻✮
❛♥❞
pT · ∇v · p = 0, ✭✺✳✼✼✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✼✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ∇v : a = 0✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r a ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ a = p · pT = p⊗ p✳
✷✵✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r a ❤❛s ♦♥❧② ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛t❡s✮✱ ✐t ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♦❢ ✉♥✐t tr❛❝❡✱ ✐✳❡✳
a =

 axx axy 0ayx ayy 0
0 0 0

 = ( A 0
0T 0
)
, ✭✺✳✼✽✮
✇❤❡r❡ A r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r a✱ axy = ayx ✭✐✳❡✳ A =
AT ✮ ❛♥❞ ayy = 1− axx✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥✬s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬❊r✐❝❦s❡♥ ✶✾✺✾❪ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
σ = −pI+ τa+ 2ηTD+ 2(ηL − ηT )(D · a+ a ·D), ✭✺✳✼✾✮
t❤❛t ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡
∇ · σ = 0. ✭✺✳✽✵✮
■♥ ❊q✳ ✭✺✳✼✾✮ p ❛♥❞ τ r❡♣r❡s❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ηL ❛♥❞ ηT t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇② s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
p(x, z) =
N∑
i=1
P pi (x) · T pi (z), ✭✺✳✽✶✮
❛♥❞
τ(x, z) =
N∑
i=1
P τi (x) · T τi (z), ✭✺✳✽✷✮
✐t ❛❧❧♦✇s ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❡✐t❤❡r ✜❜❡rs ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦r ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞
❜♦✉♥❞❛r②✳
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❢♦r ❛ t❡st ✈❡❧♦❝✐t② v∗(x, z) ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛ t❡st ♣r❡ss✉r❡ p∗(x, z) ❛♥❞ ❛ t❡st ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ τ∗(x, z)✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥✉❧❧ tr❛❝t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s∫
Ω×I
D∗ : σ dx dz = 0, ✭✺✳✽✸✮
∫
Ω×I
p∗D : I dx dz = 0, ✭✺✳✽✹✮
❛♥❞ ∫
Ω×I
τ∗D : a dx dz = 0. ✭✺✳✽✺✮
❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✾✮✱ ❊q✳ ✭✺✳✽✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s∫
Ω×I
D∗ : σ dx dz =
✷✵✻
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s∫
Ω×I
D∗ : (−pI+ τa+ ηTD+ η˜ (D · a+ a ·D)) dx dz = 0, ✭✺✳✽✻✮
✇✐t❤ η˜ = ηL − ηT ✳
❆t t❤✐s st❛❣❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ v(x, z)✱
p(x, z) ❛♥❞ τ(x, z) ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦ ✷✳ ■❢ a = 0 t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳ ▲❛♠✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❧② t❤❡ ♣❧❛♥❛r ✜❜❡r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ pi(x)✱ ✇✐t❤ ✐ts ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ai(x) r❡s✉❧ts ✐♥ ai(x) = pi(x) ⊗ pi(x)✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲♣❧②✱ χi(z)✱ i = 1, · · · ,P✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡✱ a(x, z)✱
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
a(x, z) =
P∑
i=1
ai(x)χi(z). ✭✺✳✽✼✮
❘❡♠❛r❦ ✹✳ ■❢ t❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
a(z) =
P∑
i=1
aiχi(z). ✭✺✳✽✽✮
✺✳✸✳✸ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❢✉❧❧② ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❇♦t❤ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜♦t❤✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ p✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥✱ τ ✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦
❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ♣❡♥❛❧t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✿
∇ · v + λp = D : I+ λp = 0, ✭✺✳✽✾✮
❛♥❞
D : a− ǫτ = 0. ✭✺✳✾✵✮
❲❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ ❛♥❞ ǫ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞
✜❜❡r ✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✳ ❇♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ♣❡♥❛❧t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ■s♦❧❛t✐♥❣ p ❛♥❞ τ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✺✳✽✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✾✵✮✱ ✐t r❡s✉❧ts
p = − 1
λ
D : I, ✭✺✳✾✶✮
❛♥❞
τ =
1
ǫ
D : a. ✭✺✳✾✷✮
■❢ ❜♦t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦✱
σ =
1
λ
(I⊗ I) : D+ 1
ǫ
(a⊗ a) : D+ 2ηD, ✭✺✳✾✸✮
✇❤❡r❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s
✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬●❤♥❛t✐♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ✇❤❡r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥❡✐t❤❡r ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ♥♦r
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s②
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦st✲❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳
✷✵✼
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
H
L
W
Imposed velocity
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ✕ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✉♥❞❡r
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳
✺✳✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ t❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧② ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❛♣✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛t❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t✇♦ ♣❧✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣✲
❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛s ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✈❡rs ❢♦r ❙t♦❦❡s ❛♥❞ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✸❉✲❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✸❉✲❙❘ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❤❛s ❧❡♥❣t❤ L✱ ✇✐❞t❤ W ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss H✱ ✐✳❡✳
Ξ = Ω× I✱ ✇✐t❤ Ω = [0, L]× [0,W ] ❛♥❞ I = [0, H]✱ ✇✐t❤ x ∈ Ω ❛♥❞ z ∈ I✳
■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ♠♦✈❡s ❞♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
✈❡❧♦❝✐t② V ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❡❧♦❝✐t②
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ Ω✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ❤❛s ❛ ♥✉❧❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡✲
tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛t t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❧❛t❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
∂Ω × I✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
✐♥ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ✐ts r✐❝❤♥❡ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ z = H/2✱ s♦♠❡t✐♠❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s x = a ❛♥❞ y = b✱ ✇✐t❤ a ∈ [0, L]
❛♥❞ b ∈ [0,W ]✳
✺✳✸✳✹✳✶ ❙t♦❦❡s ✢♦✇
❋✐rst t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸❉✲❙❘ ✭✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❡♣❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❱✐s❝♦s✐t② ✐s s❡t t♦ 1000 Pa · s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ V = −1 m · s−1✳ ❚✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ✇❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✱ t❤❡ ✜rst
♣❡r❢❡❝t❧② ❝✉❜✐❝ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 ♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥s L ×W × H = 0.5 × 0.5 × 0.001 ✭❛❧❧ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ✐♥ ♠❡t❡rs✮ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ V = −0.1 mm · s−1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✸❉ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
✷✵✽
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ✕ u(x, z = H/2) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x, z = H/2) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ w(x, z = H/2)
✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x, z = H/2) ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✸❉✲❋❊▼ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳
✸❉✲❋❊▼ ❆ st❛♥❞❛r❞ st❛❜❧❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✉♥✐t s✐③❡ ✭L = W = H = 1✮✳ ❚❤❡ ✸❉✲❋❊▼
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ st❛❜❧❡ ◗✷✴P✶ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ✸❉
♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♣❧❛♥❡ z = H/2✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s②♠♠❡tr② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts u(x, z) ❛♥❞
v(x, z) ✈❛♥✐s❤ ❛t x = L/2 ❛♥❞ y = W/2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t w r❡♠❛✐♥s✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ z = H/2✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 1669 Pa✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s x = 0.625 ❛♥❞ y = 0.625✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s u ❛♥❞ v ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t z = 0
❛♥❞ z = H✱ ✇❤❡r❡❛s ✈❡❧♦❝✐t② w ✈❛♥✐s❤❡s ❛t z = 0 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ❛t z = H✳ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s u ❛♥❞ v ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤♦s❡
♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ z = H/2✳ ❱❡❧♦❝✐t② w ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❛❧♠♦st ❝✉❜✐❝
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡
❜❡✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✇❛❧❧s✳
✸❉✲❙❘ ◆♦✇✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ✷❉ ◗✷✴P✶ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❤❡r❡❛s ❛ ✶❉ ◗✷✴P✶ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡
z = H/2✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞
t❤♦s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤❡s ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉✲❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉✲❋❊▼✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✈❡r② ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.5%✳
✷✵✾
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ ✕ u(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭t♦♣✲
r✐❣❤t✮✱ w(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x = (0.625, 0.625)T , z)
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡
✸❉✲❋❊▼ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ ✕ u(x, z = H/2) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x, z = H/2) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ w(x, z = H/2)
✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x, z = H/2) ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
✷✶✵
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺ ✕ u(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭t♦♣✲
r✐❣❤t✮✱ w(x = (0.625, 0.625)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x = (0.625, 0.625)T , z)
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ x = y = 0.625✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❡r❢❡❝t❧②
❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❜❧❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▲❇❇✮ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ◗✷✴◗✷ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭t❤❛t ✐♥ ✷❉ ❞♦❡s ♥♦t
❢✉❧✜❧❧ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❛ss✉r❡❞ st❛❜❧❡ ✭◗✷✴P✶✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✻ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐t② ❢❛✐❧s✮✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
t❤❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ◗✷✴P✶ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❛♥❞ ◗✷✴◗✷ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❧❛st ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡
▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸✼ ❡①❤✐❜✐ts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❆ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ str❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✸❉ st❛❜❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ▲❇❇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ t❤♦s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥
st❛❜❧❡✳
✸❉✲❙❘ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣ ❚❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇
❣❛♣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐s ✐♥ t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①tr❡♠❡❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♥♦✇ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ L×W ×H = 0.5×0.5×
0.001 ✭❛❧❧ t❤❡ ✉♥✐ts ✐♥ ♠❡t❡rs✮ ❜❡✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② η = 1000 Pa · s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ V = −0.1 mm · s−1✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✸✽ ❛♥❞ ✺✳✸✾ ❞❡♣✐❝t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲
✷✶✶
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻ ✕ ❱❡❧♦❝✐t② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ z = 0.5 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭x = (0.625, 0.625)T , z✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ◗✷✴◗✷
❛♥❞ ◗✷✴P✶ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼ ✕ ❱❡❧♦❝✐t② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ z = 0.5 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭x = (0.625, 0.625)T , z✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ◗✷✴P✶
❛♥❞ ◗✷✴◗✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽ ✕ u(x = (0.33, 0.333)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱
w(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
✷✶✷
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾ ✕ u(x, z = H/2) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x, z = H/2) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ w(x, z = H/2)
✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ p(x, z = H/2) ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✳
♣♦t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭◗✷✴P✶ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ◗✷✴P✶ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r❡ss✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥st❛♥t ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳
✺✳✸✳✹✳✷ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣❧②✳
❚❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② pT = (1, 0, 0)✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r
a =

 1 0 00 0 0
0 0 0

 . ✭✺✳✾✹✮
❚❤❡ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❣❛♣ L = W = 0.5 ❛♥❞ H = 10−3 ✭✉♥✐ts
✐♥ ♠❡t❡rs✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ηL = 100 Pa · s ❛♥❞ ηT = 100 Pa · s✳ ❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣
r❛t❡ ✇❛s ❛❣❛✐♥ V = −0.1 mm · s−1✳
✸❉✲❋❊▼ ❋✐rst ✐t ✐s s♦❧✈❡❞ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭◗✷✴P✶✴P✶ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵ ❞❡♣✐❝ts ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭u, v, w✮✱ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ p ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ τ ✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥
t❤❡ ✜❜❡rs ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ✭❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ♥♦t
❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✮✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥t w(x, z = H/2) ✐s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥st❛♥t
❛♥❞ v(x, z = H/2) ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t y = W/2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠
s②♠♠❡tr②✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡❝t❡❞
✷✶✸
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵ ✕ u(x, z = H/2) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x, z = H/2) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ w(x, z = H/2)
✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x, z = H/2) ✭♠✐❞❞❧❡✲r✐❣❤t✮ ❛♥❞ τ(x, z = H/2) ✭❜♦tt♦♠✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛ ✸❉
st❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳
❢r♦♠ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t y = W/2 t❤❡ ✜❜❡rs
r❡s✐sts ❛ ✢♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡✐r ❛❜s❡♥❝❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t y = 0 ❛♥❞ y = W ✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❛♣ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x = (0.312, 0.312)T ✱ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲❡ ♣r♦✈❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t r✐❝❤❡r t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t
s❛t✐s❢② t❤❡ ▲❇❇ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡
t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❡❡♠s ❛ s❛❢❡ ❝❤♦✐❝❡✳
✸❉✲❙❘ ❆❣❛✐♥ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳
❚❤✉s✱ ♥♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s T τi (z) ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
p(x, z) =
N∑
i=1
P pi (x) · T pi (z), ✭✺✳✾✺✮
❛♥❞
τ(x, z) =
N∑
i=1
P τi (x) · T pi (z), ✭✺✳✾✻✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✷ ❛♥❞ ✺✳✹✸ ♣r❡s❡♥ts s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ♦♥❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✹✵ ❛♥❞ ✺✳✹✶
✇❤❡♥ t❤❡ ✸❉ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ◗✷✴P✶✴P✶ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ◗✷✴P✶✴P✶ ❢♦r t❤♦s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t❤❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
✷✶✹
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶ ✕ u(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.312, 0.12)T , z) ✭t♦♣✲
r✐❣❤t✮✱ w(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲
r✐❣❤t✮ ❛♥❞ τ(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭❜♦tt♦♠✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛ ✸❉ st❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✷ ✕ u(x, z = H/2) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x, z = H/2) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ w(x, z = H/2)
✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x, z = H/2) ✭♠✐❞❞❧❡✲r✐❣❤t✮ ❛♥❞ τ(x, z = H/2) ✭❜♦tt♦♠✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛ ✸❉
✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
✷✶✺
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✸ ✕ u(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.312, 0.12)T , z) ✭t♦♣✲
r✐❣❤t✮✱ w(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲
r✐❣❤t✮ ❛♥❞ τ(x = (0.312, 0.312)T , z) ✭❜♦tt♦♠✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛ ✸❉ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✸✳✹✳✸ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣❧✐❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st ❝❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷ ♣❧✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊r✐❝❦s❡♥
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ L×W ×H = 0.5×0.5×10−3 ✭❛❧❧ ✉♥✐ts
✐♥ ♠❡t❡rs✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ V = −0.1 mm · s−1✱ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♣❧② ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② pB = (1, 0, 0)T ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧② t❤❡② ✇❡r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ pU = (0, 1, 0)T ✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭◗✷✴P✶✴P✶✮✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥✮ ♣r♦✜❧❡s t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ x = (0.33, 0.33)T ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✹✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s u ❛♥❞ v✱ t❤❡ ✜rst ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧② ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❜❡r
✐♥❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ s②♠♠❡tr②✮ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡
✉♣♣❡r ♣❧②❀ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t w ❡✈♦❧✈❡s s♠♦♦t❤❧②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡
t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ❛t t❤❡ ♣❧✐❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♣❡❛❦ ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ u(x, z)
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧② t❤✐❝❦♥❡ss z ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ s❤❡❛r
str❡ss ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ T = σ ·ez
✭ez ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧② ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲♣❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛
♥♦♥✲♥✉❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t xz ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳ Dxz 6= 0 ✭♥♦t❡ t❤❛t ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥
τ ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ tr❛❝t✐♦♥ T✮✳ ❚❤✉s t❤❡ u ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♣❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② ③❡r♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t
❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛s ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ✜❜❡rs t❡♥s✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t② r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢
v(x, z) ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧② t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❛ t❡♥s✐♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✷✶✻
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✹ ✕ u(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱
w(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x = (0.33, 0.333)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲r✐❣❤t✮ ❛♥❞
τ(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭❜♦tt♦♠✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧② ❊r✐❝❦s❡♥
✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❇② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t❡♥s✐♦♥
♣❡❛❦s✳ ❚❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳
❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
s❡❡♠s ❛ tr✐❝❦② ✐ss✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② t❤❛t t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✉❝❡s ❛t
t❤❡ ♣❧✐❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡rs ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧② t♦ ✐ts ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♦♥❡✳
❖❜✈✐♦✉s❧② ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧✐❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦ ♣❡❛❦
❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ r❡s✉❧ts t❤❡
♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♣❧✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✺✱ t❤❛t r❡✈❡❛❧s ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐♦♥
t❤❛t ♥♦✇ s♣r❡❛❞s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ t❡♥s✐♦♥ ♣❡❛❦s ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♣♦❧❧✉t❡❞✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❛♣ t❤✐❝❦♥❡ss
❛ ❜✐t ❧♦✇❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r t❡♥s✐♦♥ ✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t r✐s❦s r❡❧❛t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✜❜❡r t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✉s
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ✐t s✉✣❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t r✐s❦s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t✐❝❡❞
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳
✺✳✸✳✹✳✹ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❊r✐❝❦s❡♥ ♣❧✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t sq✉❡❡③✐♥❣ r❛t❡s
❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ✭❢r♦♠ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞
t❡♥s✐♦♥ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✱ t❡♥s✐♦♥ σ·ez ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✷✶✼
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✺ ✕ u(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱
w(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮✱ p(x = (0.33, 0.333)T , z) ✭♠✐❞❞❧❡✲r✐❣❤t✮ ❛♥❞
τ(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭❜♦tt♦♠✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞
✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✻ ✕ u(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✱ v(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱
w(x = (0.33, 0.33)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ p(x = (0.33, 0.333)T , z) ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r✐❝❦s❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❣❛♣
✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ t❡♥s✐♦♥✳
✷✶✽
✺✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙q✉❡❡③❡ ❋❧♦✇s ✐♥ ▼✉❧t✐❛①✐❛❧ ▲❛♠✐♥❛t❡s✿ ❚♦✇❛r❞s ❋✉❧❧② ✸❉ ▼✐①❡❞
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✼ ✕ ❆♣♣❧✐❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✈❡rs✉s sq✉❡❡③❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❧✐❡s ❊r✐❝❦s❡♥
❧❛♠✐♥❛t❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✼
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❢♦r❝❡✴sq✉❡❡③❡ r❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✈♦❧✈❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥❡✇t♦♥✐❛♥ ✈✐s❝♦s✐t②✳
✺✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s✱ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♥❡✈❡r ❡♥✈✐s❛❣❡❞
✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡t❛✐❧❡❞
✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤✉s✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡✲t❡♥s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡♥❛❧✲
✐③❡❞ t❡♥s✐♦♥✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t❡♥s✐♦♥✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡❢❡❝t r✐s❦s✳
✷✶✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❚❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❉②♥❛♠✐❝ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❉❉❉❆❙✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❞❛t❛
t♦ ❝♦rr❡❝t ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❢♦✉r❢♦❧❞✳
❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛ s❡t s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡rr♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞✱ ♦r ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✐s
❢r❡❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠❡r❣❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛❦✐♥❣
✐ts ✉s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡①♣❧♦r❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✱ t❤❡ tr✉t❤ ✐s t❤❛t ❞❛t❛ ✐s ♥♦t s♦ ❛❜✉♥❞❛♥t
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇❛❞❛②s t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠♦st str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐✳❡✳ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♦r ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① str❡ss✲str❛✐♥ st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t❛s❦✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❝♦♠♣❧❡① str❡ss✲str❛✐♥ st❛t❡s ❢r♦♠ ❛♥
♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❤❛r♠♦♥② ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇❤❡r❡ ❞✐✈❡rs❡ str❡ss✲str❛✐♥ st❛t❡s ✇❡r❡
♠❛♥❞❛t♦r②✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❛❝❦❧❡s ❛♥♦t❤❡r ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t♦
t❤❡ ♠❛❝r♦ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❡✛❡❝ts ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✭♦r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧②
✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤♦rt ✜❜❡r s✉s♣❡♥s✐♦♥
✢✉✐❞ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ t♦ ❡♥❣❡♥❞r❛t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❛❧❧② t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s
♦❢ ❛ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝✳ ■♠♣♦rt❛♥t st❡♣s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ♦r ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ st✐❧❧
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② s✉❝❤ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭✐✳❡✳ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r ❞❛♠❛❣❡✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡✲
s❡❛r❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
♦r ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡✮ ❛❞❞s ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①tr❛✲❡✛♦rt t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❡rt❛✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧❛✇s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❝❤
❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦r ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ str❡ss st❛t❡s✳
❉❛t❛ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧❛② ❛
♠❛❥♦r r♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❍❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t q✉❡r②
♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
✷✷✶
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ s♣❛rs❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ✇❤❡r❡✈❡r ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪
t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ tr❛♥s✐❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❛ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♣❧❛②s
❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛② t❤❡
❜❛s✐s ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ sP●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❛t ❢❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❛s✐s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍❛✈✐♥❣ s❛✐❞ t❤❛t✱
❞❡✈❡❧♦♣♣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❜❛s✐s ♦♥❧✐♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛
❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳
▼✉❧t✐ P●❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞
❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭▼❖❘✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♥❛t✉r❛❧
❛❧❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❖❘ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣r❡s❡♥t
s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s st❛♥❞❛r❞ P●❉ r❛t✐♦♥❛❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ ✉♥✐t② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t P●❉s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P●❉ ❤❛♥❞❧❡s ❛ r❛t❤❡r ❧♦❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐♥❡❛r✱
✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ P●❉✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠✉❧t✐✲P●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ tr❡❛t ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡
❝♦♥s✐st❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛✉t♦♠❛t✐❝❧② s♦❧✈❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳
■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲P●❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
P●❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡q✉✐r✐♥❣ ❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❤✐❣❤ ❥✉st ❧✐❦❡ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠❛❝r♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P●❉ ■♥✲P❧❛♥❡✲❖✉t✲❖❢✲P❧❛♥❡ ❙❡♣❛r❛t❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡
tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
♠❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧ ♣❛rts ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ✐s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ♠✉❝❤
❧♦✇❡r t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✭✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧✐❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❆ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s✉❝❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞
❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦✇❛✈❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❤②❜r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t✴✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✲♣❧❛♥❡✲♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞
✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❛rs❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣
✷✷✷
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❢♦r t❤❡ ✉♥❛✛♦r❞❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧✐❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❡①✲
t❡♥s✐❜❧❡✳ ◗✉❡st✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛
s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ✇❡ str♦♥❣❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❡❛r❧② st❛❣❡ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛ ❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♠✐❣❤t ♦♣❡♥ t❤❡ r♦✉t❡ t♦ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ❧✐♥❡s✳
✷✷✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧
✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣
❢♦❛♠s
❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥ ♠❛❦❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r✿
• ❘✳ ■❜áñ❡③✱ ❆✳ ❙❝❤❡✉❡r✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧
❋♦r♠✐♥❣✱ ✶✲✶✷✱ ✷✵✶✽✳
❆✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆q✉❡♦✉s ❢♦❛♠s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ ❣❛s ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ ❛ s✉r❢❛❝t❛♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❬❙✳ ❈♦❤❡♥✲❆❞❞❛❞ ✷✵✶✸❪✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❢♦❛♠s ❬❈❤❡❞❞❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱
❇❡♥✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳ ❯s✉❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❤♦✇❡✈❡r t♦♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛♥❞
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ✢♦✇ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡✲
♠❛✐♥s ♦❢t❡♥ ✉♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✱ ❢✉❧❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✈❡r②
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❛♠ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬❇✐❦❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r
s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢❛✐❧ t♦ ❛❞❞r❡ss s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✢♦✇
♦❢ ❢♦❛♠s ✐♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡✿ ❝❡❧❧ s✐③❡✱
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❝❡❧❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✉s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬❋❡②❡❧ ✷✵✵✸❪✱ ❛t s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢✉✐❞ ✢♦✇s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛tt❛❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❝❡❧❧s✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✢✉✐❞
r❤❡♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ r♦✉t❡✱ ✇✐❞❡❧② ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✜❡❧❞s✱
r❡♠❛✐♥s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❞❡s♣✐t❡ s♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
✐t ✇✐t❤ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬▲❛♠❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳
❚❤❡ ♠♦st ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣♦❧②♠❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❬❑❡✉♥✐♥❣s ✷✵✵✹✱ ❇✐♥❡tr✉② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤✉s✱
✐♥ ❬❑❛r✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞② ✢♦✇s ❞✉r✐♥❣ ❢♦❛♠✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❡❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s
❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❘✐❝❤❡r
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✷✷✺
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s r♦✉t❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬❚❧✐❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐♠♣❧❡r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇✳
❘❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❤❡r❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s s✉♠✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✿
• ✐❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ · r❡❛❞s (a · b) = aj bj ❀
• ✐❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ♣r♦❞✉❝t ⊗ r❡❛❞s (a⊗ b)jk = aj bk❀
• ✐❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ·
r❡❛❞s (a · b)j = ajm bm❀
• ✐❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ · r❡❛❞s (a ·b)jk = ajm bmk❀
• ✐❢ a ❛♥❞ b ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ : r❡❛❞s (a : b) = ajk bkj ✳
❆✳✷ ❈❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❆ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❝❡❧❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
✈♦❧✉♠❡✮ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭r♦❞✮✳ ❙✉❝❤
❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ s♣r✐♥❣s✱ ✇✐t❤
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ 2L0 ❛♥❞ st✐✛♥❡ss K✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✷❉ s❝❡♥❛r✐♦s
✭❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✮ ❜✉t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❞✉♠❜❜❡❧❧ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
❢♦r ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❆✳✷✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ r♦❞
❚❤❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ r♦❞✱ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ 2L0 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ p ✭p ❤❛✈✐♥❣
❛ ✉♥✐t ♥♦r♠✮✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s♣r✐♥❣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2L ✭✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✮ ❛♥❞
st✐✛♥❡ss K ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❜❡❛❞s ❛t ✐ts ❡①tr❡♠✐t✐❡s ✇❤❡r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❛❝t✳ ■♥
t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ✇♦r❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♥♦t t♦ t❤❡ ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❜❡❛❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖s❡❡♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ✲ ❜❡❛❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡
❢♦r♠❡r ❣✐✈❡♥ ❜② v0+∇v ·pL ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② vG+ p˙L+pL˙✱ ✇❤❡r❡ v0 ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ r♦❞ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ vG t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❞ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳
❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ✐t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆✳✶✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧❡ss✱ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✳
❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧✐❡s FH(pL) + FH(−pL) = 0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ v0 = vG✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ r♦❞ ❝❡♥tr❡ ♦❢
❣r❛✈✐t② ♠♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞✳
◆♦✇✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ r❡s✉❧t❛♥t t♦rq✉❡✱ ❢♦r❝❡ FH(pL) ♠✉st ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ p✱ ✐✳❡✳ FH(pL) = λp✱
λ ∈ R✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
FH(pL) = ξ(∇v · pL− p˙L− pL˙) = λp, ✭❆✳✶✮
t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② p ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t p · p = 1 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② p · p˙ = 0✱
②✐❡❧❞s
ξ(∇v : (p⊗ p)L− L˙) = λ, ✭❆✳✷✮
✷✷✻
❆✳✷✳ ❈❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ r♦❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✢♦✇✳
❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭❆✳✶✮ r❡❛❞s
ξ(∇v · pL− p˙L− pL˙) = ξ(∇v : (p⊗ p)L− L˙)p, ✭❆✳✸✮
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r♦t❛r② ✈❡❧♦❝✐t② p˙
p˙ = ∇v · p−∇v : (p⊗ p)p, ✭❆✳✹✮
t❤❛t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❡✛❡r② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦
✭r♦❞s✮ ❬❏❡✛❡r② ✶✾✷✷❪✳
◆♦✇✱ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛❞s λ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣r✐♥❣✱ ✇❡
❤❛✈❡
2K(L− L0) = ξ(∇v : (p⊗ p)L− L˙), ✭❆✳✺✮
♦r
L˙ = −2K
ξ
(L− L0) +∇v : (p⊗ p)L). ✭❆✳✻✮
❚❤✉s✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❞✉♠❜❜❡❧❧ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ 2L0 ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t t✐♠❡ t ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ p ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ 2L✱ r❡❛❞{
p˙ = ∇v · p−∇v : (p⊗ p)p
L˙ = − 2K
ξ
(L− L0) +∇v : (p⊗ p)L) . ✭❆✳✼✮
❆✳✷✳✷ ❋r♦♠ r✐❣✐❞ ❡❧❧✐♣s❡s t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲❞✉♠❜❡❧❧s
■♥ ❬❈❤✐♥❡st❛ ✷✵✶✸❪ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ r✐❣✐❞ ❡❧❧✐♣s❡ ✇❤♦s❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❏❡✛❡r② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r✐❣✐❞ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦
♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r♦❞s ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❛①❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ p r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❧❛r❣❡st ❛①✐s✱ ❛♥❞ F = r2−1
r2+1 ✱ ✇✐t❤
r t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡
p˙ = Ω · p+ F (D · p−D : (p⊗ p)p) , ✭❆✳✽✮
✇❤❡r❡ Ω ❛♥❞ D ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✱ 2Ω = ∇v −
(∇v)T ❛♥❞ 2D = ∇v + (∇v)T ✳
✷✷✼
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
◆♦✇✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ r✐❣✐❞ r♦❞s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t✇♦
❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧❧② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r s♣r✐♥❣s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤s L01 ❛♥❞ L
0
2✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱
t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❞✉♠❜❜❡❧❧s✱ ✐✳❡✳ 2L01 = 2L
0
2 = 2L
0✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s t❤❡
❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♠♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛t ❜❡❛❞s L1p1
❛♥❞ L2p2✱ FH1 ❛♥❞ F
H
2 r❡❛❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
FH1 = ξ(∇v · p1L1 − p˙1L1 − p1L˙1), ✭❆✳✾✮
❛♥❞
FH2 = ξ(∇v · p2L2 − p˙2L2 − p2L˙2), ✭❆✳✶✵✮
✇✐t❤ p1 ⊥ p2✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠{
p˙1 = ω × p1
p˙2 = ω × p2 . ✭❆✳✶✶✮
❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s ♥♦✇
L21p1 × (∇v · p1 − p˙1) + L22p2 × (∇v · p2 − p˙2) = 0, ✭❆✳✶✷✮
✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r✐❣✐❞ r♦❞s ❬❈❤✐♥❡st❛ ✷✵✶✸❪✱
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❏❡✛❡r② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲❞✉♠❜❡❧❧s✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❏❡✛❡r② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✽✮ ✇✐t❤ r = L1
L2
t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s F = L21−L22
L21+L
2
2
✱ ✐✳❡✳
p˙1 = Ω · p1 + F
(
D · p1 −
(
pT1 ·D · p1
)
p1
)
, ✭❆✳✶✸✮
✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❜❡❛❞ p1L1✱ ✇❡ ❤❛✈❡
FH1 = ξ(∇v · p1L1 − p˙1L1 − p1L˙1) ✭❆✳✶✹✮
= ξ
(
∇v · p1L1 −Ω · p1L1 −F
(
D · p1L1 −
(
pT1 ·D · p1
)
p1L1
)− p1L˙1) ✭❆✳✶✺✮
= ξL1
(
(1−F)D · p1 + F
(
pT1 ·D · p1
)
p1
)− ξp1L˙1. ✭❆✳✶✻✮
❆✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❢r♦♠ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲
❞✉♠❜❡❧❧s
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡ FH1 ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ p1 ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✱
✐✳❡✳
2K(L1 − L0)− F I1 = ξL1pT1 ·D · p1 − ξL˙1, ✭❆✳✶✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ F I1 ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
2K(L2 − L0)− F I2 = ξL2pT2 ·D · p2 − ξL˙2, ✭❆✳✶✽✮
✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t K1 = K2 = K✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s r❡❛❞
L˙1 = −2K
ξ
(L1 − L0) + L1pT1 ·D · p1 +
1
ξ
F I1 , ✭❆✳✶✾✮
❛♥❞
L˙2 = −2K
ξ
(L2 − L0) + L2pT2 ·D · p2 +
1
ξ
F I2 . ✭❆✳✷✵✮
✷✷✽
❆✳✷✳ ❈❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t {
pT1 ·D · p1 = D : (p1 ⊗ p1)
pT2 ·D · p2 = D : (p2 ⊗ p2)
, ✭❆✳✷✶✮
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s✐♥❝❡ p1 ❛♥❞ p2 ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ (p1⊗p1)+(p2⊗p2) = I ✭✇✐t❤
I t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✮✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t d
dt
(L1L2) = 0 r❡❛❞s
L˙1L2 + L1L˙2 = −2K
ξ
(L1 − L0)L2 − 2K
ξ
(L2 − L0)L1 + F I1
L2
ξ
+ F I2
L1
ξ
= 0, ✭❆✳✷✷✮
✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦
L˙1L2 + L1L˙2 = −4K
ξ
L1L2 +
2K
ξ
L0(L1 + L2) + F
I
1
L2
ξ
+ F I2
L1
ξ
= 0. ✭❆✳✷✸✮
❋♦r❝❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧②
t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ F I1 ❛♥❞ F
I
2 t♦ t❤❡ str❡ss ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑r❛♠❡rs r✉❧❡✱
✇❡ ❤❛✈❡
σI = F I1 p1 ⊗ L1p1 + F I2 p2 ⊗ L2p2 = F I1L1(p1 ⊗ p1) + F I2L2(p2 ⊗ p2), ✭❆✳✷✹✮
✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ F I1L1 = F
I
2L2✱ s✐♥❝❡ p1 ⊗ p1 + p2 ⊗ p2 = I✳
❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ F I2 = F
I
1
L1
L2
✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✷✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
F I1
(
L21 + L
2
2
ξL2
)
=
4K
ξ
L1L2 − 2K
ξ
L0(L1 + L2), ✭❆✳✷✺✮
♦r
F I1 = 4K
L1L
2
2
L21 + L
2
2
− 2KL
0(L1 + L2)L2
L21 + L
2
2
, ✭❆✳✷✻✮
t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❝❛s❡ L1 = L2 = L0✱ ✐✳❡✳ F I1 (L1 = L2 = L
0) = 0 ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② F I2 (L1 = L2 = L
0) = 0✳
❚❤✉s✱ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❜✐✲❞✉♠❜❜❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡❧❧✐♣s❡ r❡❛❞✿

p˙1 = Ω · p1 + L
2
1−L
2
2
L21+L
2
2
D · p1 − L
2
1−L
2
2
L21+L
2
2
(
pT1 ·D · p1
)
p1
L˙1 = − 2Kξ (L1 − L0)− 1ξF I1 + L1pT1 ·D · p1
L˙2 = −L2L1 L˙1
F I1 = 4K L1L
2
2
L21+L
2
2
− 2KL0(L1+L2)L2
L21+L
2
2
F I2 = F
I
1
L1
L2
. ✭❆✳✷✼✮
❆✳✷✳✹ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦r
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✭s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❜✉t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡✮ ✐♥ ❛ ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ p1 ❛♥❞ L1 ✭✇❤❡♥ L0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥✮✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ str❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑r❛♠❡rs r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❡r♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ σc r❡s✉❧ts
σc = 2K(L1 − L0)p1 ⊗ L1p1 + 2K(L2 − L0)p2 ⊗ L2p2 ✭❆✳✷✽✮
= 2K(L1 − L0)L1(p1 ⊗ p1) + 2K(L2 − L0)L2(p2 ⊗ p2) ✭❆✳✷✾✮
= 2K (∆L1L1(p1 ⊗ p1) + ∆L2L2(p2 ⊗ p2)) , ✭❆✳✸✵✮
✷✷✾
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ L1 = L2 = L0✱ ✇✐t❤ ∆L1 = 0 ❛♥❞ ∆L2 = 0✳
■♥ t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r c ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠
c = ∆L1L1(p1 ⊗ p1) + ∆L2L2(p2 ⊗ p2). ✭❆✳✸✶✮
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠
s❤❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱
t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❡❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❑❡✉♥✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs
✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❛rt✐❝❧❡ ▼❡t❤♦❞ ✕ ▲P▼ ✕ ❬❍❛❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✱ ❑❡✉♥✐♥❣s ✷✵✵✹❪✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s✱ t❤✐s ♣❛✲
♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉❧❦ r❤❡♦❧♦❣✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s
σ = −pI+ 2ηD+ µc, ✭❆✳✸✷✮
✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ η t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✱
❛♥❞ µ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❛t s❝❛❧❡s ✇✐t❤ K ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ t❤❛t r❡s✐sts t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝❡❧❧ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡✐r
♥❡t ❡✛❡❝t ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞✐st♦rs✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ s❤♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡
❜♦t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ♣✉r❡❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❤❡✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡sts✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞
❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t t❤❡ s♣r✐♥❣✲❜❡❛❞s ❧❡✈❡❧✳
❆✳✷✳✺ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st✉❞② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦ss ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❛ ❢♦❛♠✳ ❚♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❤❡❛r
str❛✐♥
γ(t) = γ0 sin(ωt) ✭❆✳✸✸✮
✇❤♦s❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡
γ˙(t) = γ0ω cos(ωt). ✭❆✳✸✹✮
■♥ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❤✉s r❡❛❞s ∇v =
[
0 γ˙(t)
0 0
]
✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❄❄✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝❡❧❧ s✉❜❥❡❝t t♦ s✉❝❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ✢♦✇✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ c(t) ♦❢ t❤❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
✷✸✵
❆✳✸✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠
10 -1 100 101 102
10 -11
10 -10
10 -9
10 -8
10 -7
10 -6
10 -5
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② s❤❡❛r ✲ c′12 ❛♥❞ c
′′
12 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❡♥s♦r c(t)✱ t❤❛t ✐s c12(t) ✐♥ ✐ts
✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
c12(t) = c
′
12 sin(ωt) + c
′′
12 cos(ωt), ✭❆✳✸✺✮
✇❤❡r❡ c′12 ❛♥❞ c
′′
12 ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ st♦r❛❣❡ ✭G
′✮ ❛♥❞ ❧♦ss ✭G′′✮ ♠♦❞✉❧✉s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✭t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❧♦ss ♠♦❞✉❧✐ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ σc✮✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c′12 ❛♥❞ c
′′
12 ❢♦r ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ 0.1 t♦ 100 r❛❞✴s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ξ = 0.1✱ K = 1✱ L0 = 0.005 ✭♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ♦❢
✉♥✐ts✮✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❧♦♣❡s ♦❢ ✶ ✭G′′✮ ❛♥❞ ✷
✭G′✮ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ st♦r❛❣❡ ✭G′✮ ❛♥❞ ❧♦ss ✭G′′✮ ♠♦❞✉❧✐✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✈✐s❝♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
G′ =
σ′12
γ0
= µ
c′12
γ0
✭❆✳✸✻✮
G′′ =
σ′′12
γ0
= 2ηω + µ
c′′12
γ0
. ✭❆✳✸✼✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥♦t❤❡r r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡st t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❤❡❛r ✢♦✇ ✐s ❜r✉t❛❧❧② st♦♣♣❡❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦✇❛r❞s ③❡r♦✳
❆✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠
◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✷✸✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s


∇ · σ = 0
σ = −pI+ 2ηD+ µc
∇ · v = 0
, ✭❆✳✸✽✮
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❈❛✉❝❤②✬s str❡ss t❡♥s♦r✱ I t❤❡ ✉♥✐t t❡♥s♦r ❛♥❞ v t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛s s♦♦♥
❛s µ = 0✳ ■♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞r❛✐♥❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
c = ∆L1L1(p1 ⊗ p1) + ∆L2L2(p2 ⊗ p2), ✭❆✳✸✾✮
✇❤♦s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧

p˙1 = Ω · p1 + L
2
1−L
2
2
L21+L
2
2
D · p1 − L
2
1−L
2
2
L21+L
2
2
(
pT1 ·D · p1
)
p1
L˙1 = − 2Kξ (L1 − L0)− 1ξF I + L1pT1 ·D · p1
L˙2 = −L2L1 L˙1
F I1 = 4K L1L
2
2
L21+L
2
2
− 2KL0(L1+L2)L2
L21+L
2
2
F I2 = F
I
1
L1
L2
. ✭❆✳✹✵✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ω ⊂ R2✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② Γ ≡ ∂Ω{
v = vg ✐♥ ΓD
t = σ · n = tg ✐♥ ΓN , ✭❆✳✹✶✮
✇✐t❤ ΓD ∪ ΓN = Γ ❛♥❞ ΓD ∩ ΓN = ∅✳
❆✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣②
❈❡❧❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ❜② ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r c = 0✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ st❛t❡✱ L1 = L2 = L0✳
✶✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛t t✐♠❡ tn✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ t❡r♠
❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ µc(tn−1)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞
♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❇❇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ r❡♣♦rt❡❞ ❧❛t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ◗✾✴◗✹ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts❀
✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❥✉st ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ v(tn) t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜❡❧❞s✱
p1(x, tn) ❛♥❞ L1(x, tn) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
●❛❧❡r❦✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥❀
✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ✉♣❞❛t❡❞ c(tn)✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ st❡♣s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡✳
❆✳✹✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✷❉ ✢♦✇s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷❉ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❡s Ω ⊂ R2✳ ■♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r p1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② p1 = (cos θ, sin θ)T ✳ ❇②
✷✸✷
❆✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣②
t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❣❡t p˙1 = θ˙(− sin θ, cos θ)T ✳ ❯s✐♥❣ θ ❛s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱
t❤❡ ❏❡✛❡r② ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
θ˙(− sin θ, cos θ)T = G(θ,∇v, L1). ✭❆✳✹✷✮
▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② (− sin θ, cos θ)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥
θ˙ = G(θ,∇v, L1), ✭❆✳✹✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ θ(x, t) ✇❤♦s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②
∂θ
∂t
+ v · ∇θ = G(θ,∇v, L1). ✭❆✳✹✹✮
❚❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∂L1
∂t
+ v · ∇L1 = H(θ,∇v, L1). ✭❆✳✹✺✮
❇♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭❆✳✹✺✮ ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❛❞✈❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❤❡r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
❝❤♦✐❝❡✱ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ P
✭θ ♦r L1✮ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t Ωe ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ M ♦❢ Ω✳ ❚❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛❧s♦ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t Ωe
r❡❛❞s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ✭∇ · v = 0✮✿∫
Ωe
∂P
∂t
dx+
∫
Ωe
∇ · (vP)dx =
∫
Ωe
J dx, ✭❆✳✹✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ J r❡♣r❡s❡♥ts G ♦r H ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✢✉①✱ ✐✳❡✳ ∫
Ωe
∂P
∂t
dx+
∫
∂Ωe
Pv · n dx =
∫
Ωe
J dx, ✭❆✳✹✼✮
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②✳
❆s P ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ∂Ωe✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ∂Ωe =
∂+Ωe∪∂−Ωe✱ ✇❤❡r❡ ∂−Ωe ❛♥❞ ∂+Ωe r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ ❡❧❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
❜♦t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ v ·n < 0 ❛♥❞ v ·n > 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥
t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ P(x ∈ ∂−Ωe) = Pe− ✱
✇❤❡r❡❛s ♦♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❡❧❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❛t ❡❧❡♠❡♥t Ωe✱ ✐✳❡✳
P(x ∈ ∂+Ωe) = Pe✳
❆✳✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
• ■♥ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❥✉st ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐③❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❡❧❧s ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳
• ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛♣t✉r❡
❛❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❞❡t❛✐❧s✳
✷✸✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✕ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✳
• ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r
❛ss✉♠✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛②✱ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ✢♦✇s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❡♠❡♥ts s♠❛❧❧❡r t❤❛t
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳
❆✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❆✳✺✳✶ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✲✢♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✢♦✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❞✉❝❡s ❝❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❝❡❧❧
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✢♦✇ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇s
❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t r✐❝❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ❛ r✐❝❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ r❤❡♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳
■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ✉♥✐t sq✉❛r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡❧❛①❡❞✮ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ③❡r♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❡♥s♦r c(x, t = 0) = 0✳
❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ✭✐✮ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r❀ ✭✐✐✮ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✢♦✇❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡
❞r✐✈❡♥ ❝❛✈✐t② ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✐✈✮ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ♦❜st❛❝❧❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙t♦❦❡s ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ✐✳❡✳
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ✢♦✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ µ = 0✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭s❤❡❛r✱ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥ ♦r ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✮
❛✛❡❝ts t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✜rst✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ W ❢r♦♠
W = ω −w, ✭❆✳✹✽✮
✷✸✹
❆✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ❆✳✹ ✕ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r
✢♦✇✳
✇❤❡r❡ ω ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ✈♦rt✐❝✐t② Ω ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
Ω = ε · ω, ✭❆✳✹✾✮
✇❤❡r❡ ε ✐s t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❡♥s♦r✮✳ ❚❤❡
✈❡❝t♦r ω ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱
ω = −1
2
∇× v. ✭❆✳✺✵✮
❚❤❡ ✈❡❝t♦r w ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✹✽✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r D✳
❆ s✐♠♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ D✱ γ˙ =
√
2D : D✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ W✱ ‖W‖✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
χ =
4‖W‖
γ˙ + 2‖W‖ . ✭❆✳✺✶✮
❲❡ ❤❛✈❡ 0 ≤ χ ≤ 2✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
χ =


0 in planar extension,
1 in pure shear,
2 in rigid motion.
✭❆✳✺✷✮
❋✐❣✉r❡ ❆✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t K ✐♥ ❛
♣✉r❡ s❤❡❛r ✇✐t❤ ξ = 0.1 ❛♥❞ L0 = 0.005 ✭♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ✉♥✐ts✮✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ st✐✛♥❡ss t❤❡ s♣r✐♥❣ ❤❛s✱ t❤❡ ❧❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦
t❤❛t ✐t ✐s r♦t❛t✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝❡r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ✇❛②
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳
❆✳✺✳✶✳✶ ❙✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r V = 2 m · s−1 ♦♥ t❤❡ ◆✲❜♦✉♥❞❛r②✱ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❙✲❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r
✈❡❧♦❝✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊✲❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❲✲❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ K = 1✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t s❤❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳
✷✸✺
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ✕ ❱❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✻ ✕ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇✳
✷✸✻
❆✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ❆✳✼ ✕ ❊①tr✉s✐♦♥✲❧✐❦❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❱❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✿ ✭❧❡❢t✮ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞
✭r✐❣❤t✮ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✽ ✕ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ t❤❡
❡①tr✉s✐♦♥✲❧✐❦❡ ✢♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✻ s❤♦✇s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r♦t❛t❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t s❤❡❛r r❛t❡✳
❆✳✺✳✶✳✷ ❊①tr✉s✐♦♥✲❧✐❦❡ ✢♦✇
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ K = 1✳ ❆ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭♣❛r❛❜♦❧✐❝✮ ✐s
❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲✲❜♦✉♥❞❛r② (−2y(y − 1), 0)T ✱ ✇❤❡r❡❛s ❛t t❤❡ ❊✲❜♦✉♥❞❛r② t❤❡ ✢✉✐❞ ❧❡❛✈❡s
t❤❡ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛♥ ❡①✐t ✇❤❡r❡ t❡♥s✐♦♥✲❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✼ ❞❡♣✐❝ts ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡❛s ❋✐❣✳ ❆✳✽ s❤♦✇s t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛①✐s r❡♠❛✐♥s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❆ ♣✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❛①✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❆✳✺✳✶✳✸ ❉r✐✈❡♥ ❝❛✈✐t② ✢♦✇
❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✢♦✇ ✐s t❤❛t ♥♦✇ ❛ ✉♥✐t ❤♦r✐③♦♥t❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✇❛❧❧ ✭◆✲❜♦✉♥❞❛r②✮ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✾ ❞❡♣✐❝ts ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ t❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✢♦✇ ❝r✐❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
✷✸✼
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
❋✐❣✉r❡ ❆✳✾ ✕ ❉r✐✈❡♥ ❝❛✈✐t② ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❱❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✿ ✭❧❡❢t✮ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
✭r✐❣❤t✮ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵ ✕ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ ❝❛✈✐t② ✢♦✇
♣r♦❜❧❡♠✳
✷✸✽

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✸ ✕ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ✭❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❋✳ ●r❛♥❡r✮✳
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦♥❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❜✉t ❛t ❧❡❛st t❤✐s s❡r✈❡s t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✱ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ✭❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❜❧❛❝❦ ♦r ✇❤✐t❡✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡
❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ■❢ Xei ✱ i = 1, . . . , Q
e ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ ❝❡❧❧ Ce✱
t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r Je ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
XeG =
1
Qe
Qe∑
i=1
Xei ✭❆✳✺✸✮
❛♥❞
Je =
1
Qe
Qe∑
i=1
(Xei −XeG)⊗ (Xei −XeG) ✭❆✳✺✹✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s p1 ❛♥❞ L1 ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭p2 ❛♥❞
L2 ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ p1 ❛♥❞ L1✮✳
J = L21(p1 ⊗ p1) + L22(p2 ⊗ p2). ✭❆✳✺✺✮
■♥ ❋✐❣✳ ❆✳✶✹✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❧❧✐♣s❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ Je ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
K✱ ξ✱ η ❛♥❞ µ ❛r❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❡❧❧ s❤❛♣❡s ❝❧♦s❡
t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✿ ✭♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ✉♥✐ts✮ K = 1✱ ξ = 0.1✱ η = 1 ❛♥❞
µ = 0.1✳ L0 = 0.005 ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❡❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ♠❛♥② ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞ t♦
s✐♠✐❧❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✇❛s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❚❤✉s✱ ❛ ♣r♦♣❡r r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❝♦♠♣✉❧s♦r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✢♦✇✲
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
❆✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✷✹✵
❆✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✹ ✕ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣❡r✲
✐♠♣♦s❡❞ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭r✐❣❤t✮✳
✷✹✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦✇✐♥❣ ❢♦❛♠s
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥✳
▼♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ r❡q✉✐r❡
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r② ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
r❤❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳
✷✹✷
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙t♦❦❡s ✇❡❛❦ ❢♦r♠
❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t♦r ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳✸ ♥❡❡❞s ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦
❢♦r♠ ✭✺✳✺✶✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ D∗ : D✱ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✹✾✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
4D∗ : D = ∇v∗ : ∇v +∇v∗ : (∇v)T + (∇v∗)T : ∇v + (∇v∗)T : (∇v)T . ✭❇✳✶✮
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ v∗(x, z) ✐s
v∗(x, z) = P∗(x) ◦T(z) +P(x) ◦T∗(z), ✭❇✳✷✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s✿
∇v∗ = P∗ ◦ T+ P ◦ T∗. ✭❇✳✸✮
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ P ❛♥❞ T ✐♥ ❊q✳ ✭❇✳✸✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳✸✳
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭❇✳✶✮ ✭t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦♥❛❧❡✮ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❊q✳ ✭✺✳✹✼✮ r❡s✉❧ts
∇v∗ : ∇v ≈ (P∗ ◦ T+ P ◦ T∗) :

 N∑
j=1
Pj ◦ Tj

 . ✭❇✳✹✮
■t ✐s ❡❛s② t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ♠❛tr✐❝❡s M(x) ❛♥❞ N(x) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
x✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s U(z) ❛♥❞ V(z) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z✱ ✇❡ ❤❛✈❡
(M ◦ U) : (N ◦ V) = (M ◦ N) : (U ◦ V) . ✭❇✳✺✮
❯s✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t②✱ ❊q✳ ✭❇✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∇v∗ : ∇v ≈
N∑
j=1
{(P∗ ◦ Pj) : (T ◦ Tj) + (P ◦ Pj) : (T∗ ◦ Tj)} , ✭❇✳✻✮
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭❇✳✶✮ ❛s
∇v∗ : (∇v)T ≈
N∑
j=1
{(
P
∗ ◦ PTj
)
:
(
T ◦ TTj
)
+
(
P ◦ PTj
)
:
(
T
∗ ◦ TTj
)}
, ✭❇✳✼✮
(∇v)∗T : ∇v ≈
N∑
j=1
{(
P
∗T ◦ Pj
)
:
(
T
T ◦ Tj
)
+
(
P
T ◦ Pj
)
:
(
T
∗T ◦ Tj
)}
, ✭❇✳✽✮
✷✹✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✇❡❛❦ ❢♦r♠
❛♥❞
(∇v)∗T : (∇v)T ≈
N∑
j=1
{(
P
∗T ◦ PTj
)
:
(
T
T ◦ TTj
)
+
(
P
T ◦ PTj
)
:
(
T
∗T ◦ TTj
)}
. ✭❇✳✾✮
❚❤✉s✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥
4D∗ : D ≈
N∑
j=1
{(P∗ ◦ Pj) : (T ◦ Tj) + (P ◦ Pj) : (T∗ ◦ Tj)}+
N∑
j=1
{(
P
∗ ◦ PTj
)
:
(
T ◦ TTj
)
+
(
P ◦ PTj
)
:
(
T
∗ ◦ TTj
)}
+
N∑
j=1
{(
P
∗T ◦ Pj
)
:
(
T
T ◦ Tj
)
+
(
P
T ◦ Pj
)
:
(
T
∗T ◦ Tj
)}
+
N∑
j=1
{(
P
∗T ◦ PTj
)
:
(
T
T ◦ TTj
)
+
(
P
T ◦ PTj
)
:
(
T
∗T ◦ TTj
)}
=
N∑
j=1
4∑
k=1
{
A
∗
jk(x) : Bjk(z) + Ajk(x) : B
∗
jk(z)
}
, ✭❇✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ∀j✱ j = 1, · · · , N
A
∗
jk =


P∗ ◦ Pj , if k = 1
P∗ ◦ PTj , if k = 2
P∗T ◦ Pj , if k = 3
P∗T ◦ PTj , if k = 4
, ✭❇✳✶✶✮
Bjk =


T ◦ Tj , if k = 1
T ◦ TTj , if k = 2
TT ◦ Tj , if k = 3
TT ◦ TTj , if k = 4
, ✭❇✳✶✷✮
Ajk =


P ◦ Pj , if k = 1
P ◦ PTj , if k = 2
PT ◦ Pj , if k = 3
PT ◦ PTj , if k = 4
, ✭❇✳✶✸✮
❛♥❞
B
∗
jk =


T∗ ◦ Tj , if k = 1
T∗ ◦ TTj , if k = 2
T∗T ◦ Tj , if k = 3
T∗T ◦ TTj , if k = 4
, ✭❇✳✶✹✮
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
Tr(D∗) · Tr(D) = Tr(∇v∗) · Tr(∇v), ✭❇✳✶✺✮
✇✐t❤
Tr(∇v) ≈
(
N∑
i=1
Pi ◦ Ti
)
: I. ✭❇✳✶✻✮
✷✹✹
❚❤✉s✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭❇✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
((P∗ ◦ T+ P ◦ T∗) : I) · ((Pj ◦ Tj) : I) . ✭❇✳✶✼✮
◆♦✇✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ V(J) t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① J✱ ❊q✳ ✭❇✳✶✼✮ r❡s✉❧ts
((P∗ ◦ T+ P ◦ T∗) : I) · ((Pj ◦ Tj) : I) =
(V(P∗ ◦ I)⊗ V(Pj ◦ I)) : (V(T ◦ I)⊗ V(Tj ◦ I))+
(V(P ◦ I)⊗ V(Pj ◦ I)) : (V(T∗ ◦ I)⊗ V(Tj ◦ I)), ✭❇✳✶✽✮
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✜♥❛❧❧② ❝❛st✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ✭✺✳✺✶✮ ❛s
Tr(D∗) · Tr(D) ≈
N∑
j=1
F
∗
j (x) : Gj(z) + Fj(x) : G
∗
j (z) ✭❇✳✶✾✮
✇✐t❤
F
∗
j = V(P∗ ◦ I)⊗ V(Pj ◦ I), ✭❇✳✷✵✮
Gj = V(T ◦ I)⊗ V(Tj ◦ I), ✭❇✳✷✶✮
Fj = V(P ◦ I)⊗ V(Pj ◦ I), ✭❇✳✷✷✮
❛♥❞
G
∗
j = V(T∗ ◦ I)⊗ V(Tj ◦ I). ✭❇✳✷✸✮
✷✹✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❇✳ ▼♦❦❞❛❞✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ❆ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧②
♦❢ s♦❧✈❡rs ❢♦r s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✳ ❏✳ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱
✶✸✾✱ ✶✺✸✕✶✼✻✱ ✷✵✵✻✳
❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❇✳ ▼♦❦❞❛❞✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ❆ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧②
♦❢ s♦❧✈❡rs ❢♦r s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✳ P❛rt ■■✿ tr❛♥s✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱ ✶✹✹✱ ✾✽✕✶✷✶✱
✷✵✵✼✳
❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❆♠✐♥❡ ❆♠♠❛r✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ▼❛♥✉❡❧ ❉♦❜❧❛r❡✳
Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❚✐♠❡✲▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✶✳
❬❆♠♠❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ❋❧♦✇
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✐♥ t✇♦✲s❝❛❧❡ ✜❜r♦✉s ❢❛❜r✐❝s✿ ❆❞✈❛♥❝❡❞ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ✷✵✶✻✳
❬❆♠s❛❧❧❡♠ ✫ ❋❛r❤❛t ✷✵✵✽❪ ❉✳ ❆♠s❛❧❧❡♠ ❛♥❞ ❈❤✳ ❋❛r❤❛t✳ ❆♥ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❆❞❛♣t✐♥❣ ❘❡❞✉❝❡❞✲❖r❞❡r ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❆■❆❆ ❏♦✉r♥❛❧✱
✹✻✱ ✶✽✵✸✕✶✽✶✸✱ ✷✵✵✽✳
❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✻❪ ■✳ ❇❛❜✉s❦❛ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ▼❡❧❡♥❦✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ❋✐♥✐t❡
❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✿ ❇❛s✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✳ ▼❡t❤✳ ✐♥ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❛♥❞
❊♥❣✳✱ ✹✱ ✷✽✾✕✸✶✹✱ ✶✾✾✻✳
❬❇❛❜✉s❦❛ ✫ ▼❡❧❡♥❦ ✶✾✾✼❪ ■✳ ❇❛❜✉s❦❛ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ▼❡❧❡♥❦✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t② ▼❡t❤♦❞✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✵✱ ✼✷✼✕✼✺✽✱ ✶✾✾✼✳
❬❇❛❞í❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❆❧❜❡rt♦ ❇❛❞í❛s✱ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③á❧❡③✱ ■❝✐❛r ❆❧❢❛r♦✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞
❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ ▲♦❝❛❧ ♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✶✷✱ ✶✼✶✺✕✶✼✸✷✱ ✷✵✶✼✳ ♥♠❡✳✺✺✼✽✳
❬❇❡♥✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❙✳ ❇❡♥✐t♦✱ ❈✳✲❍✳ ❇r✉♥❡❛✉✱ ❚✳ ❈♦❧✐♥✱ ❈✳ ●❛② ❛♥❞ ❋✳ ▼♦❧✐♥♦✳ ❆♥ ❡❧❛st♦✲
✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠♦rt❛❧ ❢♦❛♠s ♦r ❡♠✉❧s✐♦♥s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝s ❏♦✉r♥❛❧ ❊✱
✷✷✺✕✷✺✶✱ ✷✵✵✽✳
❬❇❡♥s❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❙✳ ❇❡♥s❛✐❞✱ ❉✳ ❚r✐❝❤❡t ❛♥❞ ❏✳ ❋♦✉❧❛❞❣❛r✳ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐❝s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✹✶✱ ✶✺✻✽✕✶✺✼✶✱ ✷✵✵✺✳
❬❇❡♥s❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❙✳ ❇❡♥s❛✐❞✱ ❉✳ ❚r✐❝❤❡t ❛♥❞ ❏✳ ❋♦✉❧❛❞❣❛r✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢
▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✹✷✱ ✾✾✺✕✾✾✽✱ ✷✵✵✻✳
❬❇❤✉s❤❛♥ ✷✵✵✶❪ ❇✳ ❇❤✉s❤❛♥✳ ▼♦❞❡r♥ tr✐❜♦❧♦❣② ❤❛♥❞❜♦♦❦✳ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳
✷✹✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❇✐❦❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❏✳ ❇✐❦❛r❞✱ ❏✳ ❇r✉❝❤♦♥✱ ❚✳ ❈♦✉♣❡③ ❛♥❞ ❇✳ ❱❡r❣♥❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❛♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❞✐r❡❝t ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✵✱ ✺✽✼✺✕✺✽✽✶✱ ✷✵✵✺✳
❬❇✐♥❡tr✉② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❈✳ ❇✐♥❡tr✉②✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ❋❧♦✇s ✐♥ P♦❧②♠❡rs✱ ❘❡✲
✐♥❢♦r❝❡❞ P♦❧②♠❡rs ❛♥❞ ❈♦♠♣♦s✐t❡s✳ ❆ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r❜r✐❡❢s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✶✺✳
❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❇✳ ❇♦❣♥❡t✱ ❋✳ ❇♦r❞❡✉✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡ ❛♥❞ ❆✳ P♦✐t♦✉✳ ❆❞✲
✈❛♥❝❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✿ ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✷❉ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✷✵✶✲✷✵✹✱ ✶ ✕ ✶✷✱ ✷✵✶✷✳
❬❇♦❣♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪ ❇✳ ❇♦❣♥❡t✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❙❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
✸❉ ❡❧❛st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ s❤❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✱ ✷✵✶✹✳
❬❇♦❤♠ ✷✵✵✾❪ ❍✳ ❇♦❤♠✳ ❆ ❙❤♦rt ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❇❛s✐❝ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼✐❝r♦♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s✳ ■❙▲❇ ❘❡♣♦rt ✷✵✽✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❚❯ ❲✐❡♥✱ ❱✐❡♥♥❛✱ ✷✵✵✾✳
❬❇♦rst ✷✵✵✽❪ ❘✳ ❇♦rst✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s✱
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✸✴✶✱
✶✲✶✺✱ ✷✵✵✽✳
❬❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❛❪ ❉♦♠❡♥✐❝♦ ❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦✱ ❏♦sé ❱✳ ❆❣✉❛❞♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦
❈❤✐♥❡st❛✳ ◆♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ❙♣❛rs❡ ❙✉❜s♣❛❝❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ Pr♦❜❧❡♠s✳
❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✼✳
❬❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❜❪ ❉♦♠❡♥✐❝♦ ❇♦r③❛❝❝❤✐❡❧❧♦✱ ❏♦s❡ ❱✐❝❡♥t❡ ❆❣✉❛❞♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦
❈❤✐♥❡st❛✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦t✲✇❛❧❧
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦✉r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❝t♦r✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r
❍❡❛t ✫ ❋❧✉✐❞ ❋❧♦✇✱ ✷✼✱ ✶✻✵✷✕✶✻✷✷✱ ✷✵✶✼✳
❬❇♦②s❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷❪ ❲✳❊✳ ❇♦②s❡✱ ❉✳❘✳ ▲②♥❝❤✱ ❑✳❉✳ P❛✉❧s❡♥ ❛♥❞ ●✳◆✳ ▼✐♥❡r❜♦✳ ◆♦❞❛❧✲❜❛s❡❞
✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✹✵✱ ✻✹✷✕✻✺✶✱ ✶✾✾✷✳
❬❇r❡✐t❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ P✐♦tr ❇r❡✐t❦♦♣❢✱ ❍❛❦✐♠ ◆❛❝❡✉r✱ ❆❧❛✐♥ ❘❛ss✐♥❡✉① ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❱✐❧❧♦♥✳
▼♦✈✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✲
✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✽✸✱ ✶✹✶✶✕✶✹✷✽✱ ✷✵✵✺✳
❬❇r✉♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❙t❡✈❡♥ ▲✳ ❇r✉♥t♦♥✱ ❏♦s❤✉❛ ▲✳ Pr♦❝t♦r ❛♥❞ ❏✳ ◆❛t❤❛♥ ❑✉t③✳ ❉✐s❝♦✈✲
❡r✐♥❣ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❜② s♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✶✻✳
❬❇✉✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❍✳❑✳ ❇✉✐✱ ●✳ ❲❛ss❡❧②♥❝❦✱ ❉✳ ❚r✐❝❤❡t ❛♥❞ ●✳ ❇❡rt❤✐❛✉✳ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞
❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ✇❤✐t♥❡② ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t❤✐♥ r❡❣✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✺✷✱ ✷✵✶✻✳
❬❇✉♥❣❛rt③ ✫ ●r✐❡❜❡❧ ✷✵✵✹❪ ❍❛♥s✲❏♦❛❝❤✐♠ ❇✉♥❣❛rt③ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ●r✐❡❜❡❧✳ ❙♣❛rs❡ ❣r✐❞s✳
❆❝t❛ ♥✉♠❡r✐❝❛✱ ✶✸✱ ✶✹✼✕✷✻✾✱ ✷✵✵✹✳
❬❇✉r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ◆✳ ❇✉r✱ P✳ ❏♦②♦t✱ ❈❤✳ ●❤♥❛t✐♦s✱ P✳ ❱✐❧❧♦♥✱ ❊✳ ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❆❞✲
✈❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❞❡♠❡❝✉♠s ❢♦r ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❋✐❜r❡ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❞✲
✈❛♥❝❡❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✶✻✳
✷✹✽
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❈❤❡❞❞❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ■✳ ❈❤❡❞❞❛❞✐✱ P✳ ❙❛r❛♠✐t♦✱ ❈✳ ❘❛✉❢❛st❡✱ P✳ ▼❛r♠♦tt❛♥t ❛♥❞
❋✳ ●r❛♥❡r✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❢♦❛♠ ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
❊✱ ✷✼✱ ✶✷✸✕✶✸✸✱ ✷✵✵✽✳
❬❈❤❡✇ ✫ ◆❛s✐r ✶✾✽✾❪ ❲✳❈✳ ❈❤❡✇ ❛♥❞ ▼✳❆✳ ◆❛s✐r✳ ❆ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▼✐❝r♦✇❛✈❡s ❚❤❡♦r②
❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ✸✼✱ ✻✻✶✕✻✻✽✱ ✶✾✽✾✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ❈✉❡t♦ ✷✵✶✹❪ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ P❣❞✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s✱ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱
✷✵✶✹✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ✫ ▲❛❞❡✈❡③❡ ✷✵✶✹❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ P✳ ▲❛❞❡✈❡③❡✱ ❡❞✐t♦rs✳ ❙❡♣❛r❛t❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ P●❉✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❋✳ ▲❡♠❛r❝❤❛♥❞✱ P✳ ❇❡❛✉❝❤❡♥❡ ❛♥❞ ❋✳ ❇♦✉st✳
❆❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ▼♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✾✼✱ ✹✵✵✕✹✶✸✱ ✷✵✵✽✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❆♠♠❛r ❛♥❞ ❊✳ ❈✉❡t♦✳ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❆r❝❤✐✈❡s
♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✼✱ ✸✷✼✕✸✺✵✱ ✷✵✶✵✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❤❡♦❧♦❣②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✾✺✕✹✵✹✱ ✷✵✶✶✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✱ P✐❡rr❡ ▲❛❞❡✈❡③❡ ❛♥❞ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ ❆ ❙❤♦rt
❘❡✈✐❡✇ ♦♥ ▼♦❞❡❧ ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ♦♥ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✽✱ ✸✾✺✕✹✵✹✱ ✷✵✶✶✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡✱ ❋✳ ❇♦r❞❡✉✱ ❏✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❉✳ ●♦♥✲
③❛❧❡③✱ ■✳ ❆❧❢❛r♦✱ ❆✳ ❆♠♠❛r ❛♥❞ ❆✳ ❍✉❡rt❛✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ P●❉ ❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✈❛❞❡♠❡❝✉♠ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✴✶✱ ✸✶✲✺✾✱ ✷✵✶✸✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❜❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡✱ ❋✳ ❇♦r❞❡✉✱ ❏✳❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❉✳ ●♦♥✲
③❛❧❡③✱ ■✳ ❆❧❢❛r♦✱ ❆✳ ❆♠♠❛r ❛♥❞ ❆✳ ❍✉❡rt❛✳ P●❉✲❇❛s❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❱❛❞❡♠❡❝✉♠
❢♦r ❊✣❝✐❡♥t ❉❡s✐❣♥✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✱ ✸✶✕✺✾✱ ✷✵✶✸✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❘♦❧❛♥❞ ❑❡✉♥✐♥❣s ❛♥❞ ❆❞r✐❡♥ ▲❡②❣✉❡✳ ❚❤❡
♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✶✹✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❆✳ ❍✉❡rt❛✱ ●✳ ❘♦③③❛ ❛♥❞ ❑✳ ❲✐❧❧❝♦①✳ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❲✐❧❡② ❖♥❧✐♥❡ ▲✐❜r❛r②✱
s❡❝♦♥❞ é❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✼✳
❬❈❤✐♥❡st❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱
❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❉✉✈❛❧ ❛♥❞ ❋♦✉❛❞ ❊❧ ❑❤❛❧❞✐✳ ❱✐rt✉❛❧✱ ❉✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ ❚✇✐♥s✿ ❆
◆❡✇ P❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ❉❛t❛✲❇❛s❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❉❛t❛✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✽✳
✷✹✾
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❈❤✐♥❡st❛ ✷✵✶✸❪ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❋r♦♠ s✐♥❣❧❡✲s❝❛❧❡ t♦ t✇♦✲s❝❛❧❡s ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢
r♦❞s s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❆r❝❤✐✈❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✱ ✶✕✷✾✱
✷✵✶✸✳
❬❈r❡s♣♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❏♦sé ❈r❡s♣♦✱ ▼❛r❝♦s ▲❛t♦rr❡ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❏❛✈✐❡r ▼♦♥tá♥s✳ ❲❨P■✲
❲❨● ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✲
✐❝s✱ ✺✾✱ ✼✸✕✾✷✱ ✷✵✶✼✳
❬❈✉❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❉✳ ●♦♥③á❧❡③ ❛♥❞ ■✳ ❆❧❢❛r♦✳ Pr♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✿
❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛t❧❛❜✳ ❙♣r✐♥❣❡r❇r✐❡❢s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞
❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✷✵✶✻✳
❬❉❛❣♥❛❧❧ ✷✵✶✹❪ ❍✳ ❉❛❣♥❛❧❧✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ❙✉r❢❛❝❡ ❚❡①t✉r❡✳ ❚❛②❧♦r ❍♦❜s♦♥ P✉s❜❧✐s❤✐♥❣ ▲t❞✳✱
✷✵✶✹✳
❬❉❛r❡♠❛ ✷✵✵✺❪ ❋✳ ❉❛r❡♠❛✳ ●r✐❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❇❡②♦♥❞✿ ❚❤❡ ❈♦♥t❡①t ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❛t❛
❉r✐✈❡♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❙②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✾✸✱ ✻✾✷✕✻✾✼✱ ✷✵✵✺✳
❬❉❛✈✐❞ ✫ ▲❛❞❡✈❡③❡ ✷✵✶✵❪ ◆❡r♦♥ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ▲❛❞❡✈❡③❡✳ Pr♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✵✳
❬❊♣st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❈❤❛r❧❡s ❊♣st❡✐♥✱ ●✉♥♥❛r ❈❛r❧ss♦♥ ❛♥❞ ❍❡r❜❡rt ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r✳ ❚♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✼✱ ✶✷✵✷✵✶✱ ✷✵✶✶✳
❬❊r✐❝❦s❡♥ ✶✾✺✾❪ ❏✳▲✳ ❊r✐❝❦s❡♥✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❧✉✐❞s✳ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✸✶✕✷✸✼✱ ✶✾✺✾✳
❬❊✈❡rs♦♥ ✫ ❙✐r♦✈✐❝❤ ✶✾✾✺❪ ❘✳ ❊✈❡rs♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❙✐r♦✈✐❝❤✳ ❑❛r❤✉♥❡♥✕▲♦è✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❛♣♣②
❞❛t❛✳ ❏✳ ❖♣t✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳ ❆✱ ✶✷✱ ✶✻✺✼✕✶✻✻✹✱ ✶✾✾✺✳
❬❊✳❳✳ ▲✐✉ ✷✵✶✻❪ ❊✳P✳ ▲✐✳ ❊✳❳✳ ▲✐✉ ❳✳❈✳ ❲❡✐✳ ✷✳✺❉ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞
P❈❇ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❘❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❧❛t❡st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭❊▼❈✮✱ ✷✵✶✻✳
❬❋❡②❡❧ ✶✾✾✾❪ ❋✳ ❋❡②❡❧✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❋❊✷ ❡❧❛st♦✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❡s✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✻✴✶✲✹✱ ✸✹✹✲✸✺✹✱ ✶✾✾✾✳
❬❋❡②❡❧ ✷✵✵✸❪ ❋✳ ❋❡②❡❧✳ ❆ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊✷✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✷✱ ✸✷✸✸✕✸✷✹✹✱ ✷✵✵✸✳
❬❋✐s❤ ✫ ❨✉❛♥✳ ✷✵✵✺❪ ❏✳ ❋✐s❤ ❛♥❞ ❩✳ ❨✉❛♥✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
✉♥✐t②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✻✷✴✶✵✱ ✶✸✹✶✲
✶✸✺✾✱ ✷✵✵✺✳
❬❋✐s❤ ✵✵✻❪ ❏✳ ❋✐s❤✳ ❇r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡s ✐♥ ♥❛♥♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❛♥♦♣❛r✲
t✐❝❧❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✽✴✺✱ ✺✼✼✲✺✾✹✱ ✷✵✵✻✳
❬❋r✐t③❡♥ ✫ ▲❡✉s❝❤♥❡r ✷✵✶✸❪ ❋❡❧✐① ❋r✐t③❡♥ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❛s ▲❡✉s❝❤♥❡r✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❤②❜r✐❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✸✳
❬●❡❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ▼✳ ●❡❡rs✱ ❱✳ ❑♦✉③♥❡ts♦✈❛ ❛♥❞ ❲✳ ❇r❡❦❡❧♠❛♥s✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✿ ❚r❡♥❞s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣✲
♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✸✹✴✼✱ ✷✶✼✺✲✷✶✽✷✱ ✷✵✶✵✳
✷✺✵
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬●❤♥❛t✐♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❈❤✳ ●❤♥❛t✐♦s✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❈❤✳ ❇✐♥❡tr✉②✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞
❙✳ ❆❞✈❛♥✐✳ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ sq✉❡❡③❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✸✹✱ ✶✽✽✕✷✵✵✱ ✷✵✶✻✳
❬●✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❊✳ ●✐♥❡r✱ ❇✳ ❇♦❣♥❡t✱ ❏✳❏✳ ❘♦❞❡♥❛s✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡✱ ❏✳ ❋✉❡♥♠❛②♦r ❛♥❞
❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❚❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮ ❛s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ ✸❉ ❝r❛❝❦❡❞ ♣❧❛t❡s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✺✵✱ ✶✼✶✵✕✶✼✷✵✱ ✷✵✶✸✳
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❊✳ ❈✉❡t♦✳ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s
♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✽✶✱ ✷✵✶✵✳
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐✲
r❡❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ s♦❧✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✾✾✱ ✻✸✸✕✻✺✸✱ ✷✵✶✹✳
❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③á❧❡③✱ ❊❧í❛s ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
P❛t✐❡♥t ❆✈❛t❛rs ❢♦r ❙✉r❣❡r② P❧❛♥♥✐♥❣✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✹✱ ✸✺✕✹✺✱
✷✵✶✺✳
❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❉✳ ●♦♥③á❧❡③✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡ ❛♥❞
❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❦P❈❆✲❇❛s❡❞ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❲✐t❤✐♥ t❤❡ P●❉ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳
❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✕✶✽✱ ✷✵✶✻✳
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❆❧❜❡rt♦ ❇❛❞✐❛s✱ ■❝✐❛r ❆❧❢❛r♦✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛
❛♥❞ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❊①✲
t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡rs✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✸✷✻✱ ✻✼✾ ✕ ✻✾✸✱ ✷✵✶✼✳
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ ▲❡❛r♥✐♥❣
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❋r♦♥t✐❡rs ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✱ ✐♥ r❡✈✐❡✇✱
✷✵✶✽✳
❬●♦♥③á❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③á❧❡③✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❊❧í❛s ❈✉❡t♦✳ ❚❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✷✵✶✽✳
❬●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦✳ ❚❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✷✵✶✾✳
❬●②s❡❧✐♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❏✳ ●②s❡❧✐♥❝❦✱ P✳ ❉✉❧❛r✱ ▲✳ ❑r❛❤❡♥❜✉❤❧ ❛♥❞ ❘✳❱✳ ❙❛❜❛r✐❡❣♦✳ ❋✐♥✐t❡✲
❡❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ ✐r♦♥ ❝♦r❡s ✇✐t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥❡t ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣
❝✉rr❡♥ts ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✺✷✱ ✷✵✶✻✳
❬❍❛❧❛❜✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❋✳ ❊❧ ❍❛❧❛❜✐✱ ❉✳ ●♦♥③á❧❡③✱ ❆✳ ❈❤✐❝♦ ❛♥❞ ▼✳ ❉♦❜❧❛ré✳ ④❋❊✷⑥ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡
✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✺✼✱ ✶✽✸
✕ ✷✵✷✱ ✷✵✶✸✳
❬❍❛❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ P✳ ❍❛❧✐♥✱ ●✳ ▲✐❡❧❡♥s✱ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s ❛♥❞ ❱✳ ▲❡❣❛t✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✼✾✱ ✸✽✼✕✹✵✸✱ ✶✾✾✽✳
✷✺✶
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❍❛③❛r❞ ✫ ▲❡♥♦✐r ✾✾✻❪ ❈✳ ❍❛③❛r❞ ❛♥❞ ▼✳ ▲❡♥♦✐r✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱
✷✼✱ ✶✺✾✼✕✶✻✸✵✱ ✶✾✾✻✳
❬❍✉❣❤❡s ✫ ▲✐✉ ✶✾✼✽❪ ❚✳❏✳❘✳ ❍✉❣❤❡s ❛♥❞ ❲✳❑✳ ▲✐✉✳ ■♠♣❧✐❝✐t✲❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ tr❛♥✲
s✐❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✿ ❙t❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✹✺✱ ✸✼✶✕✸✼✹✱ ✶✾✼✽✳
❬❍✉❣❤❡s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ ❚✳ ❏✳ ❘✳ ❍✉❣❤❡s✱ ●✳ ❘✳ ❋❡✐❥ó♦✱ ▲✳ ▼❛③③❡✐ ❛♥❞ ❏✲❇✳ ◗✉✐♥❝②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✲ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤✲
♦❞s ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣✳✱ ✶✻✻✱ ✸✕✷✹✱ ✶✾✾✽✳
❬■✳ ❚❡♠✐③❡r ✷✵✵✼❛❪ P✳ ❲r✐❣❣❡rs ■✳ ❚❡♠✐③❡r✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r✲
t❤♦tr♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✻✴✸✺✲✸✻✱ ✸✹✵✾✲✸✹✷✸✱ ✷✵✵✼✳
❬■✳ ❚❡♠✐③❡r ✷✵✵✼❜❪ ❚✳ ❩♦❤❞✐ ■✳ ❚❡♠✐③❡r✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ✹✵✴✷✱ ✷✽✶✲✷✾✽✱ ✷✵✵✼✳
❬■❜❛ñ❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❘✳ ■❜❛ñ❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❏✳▲✳ ❉✉✈❛❧✱ ❊✳ ❈✉❡t♦
❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❍②❜r✐❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t♦ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✽✳
❬❏✳❈✳ ▼✐❝❤❡❧ ✷✵✵✹❪ P✳ ❙✉q✉❡t ❏✳❈✳ ▼✐❝❤❡❧✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦s✐t❡
str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✸✴✹✽✲✺✶✱ ✺✹✼✼✲✺✺✵✷✱ ✷✵✵✹✳
❬❏❡✛❡r② ✶✾✷✷❪ ●✳❇✳ ❏❡✛❡r②✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ▲♦♥❞♦♥✱ ❆✶✵✷✱ ✶✻✶✕✶✼✾✱ ✶✾✷✷✳
❬❏✐♥ ✷✵✵✷❪ ❏✳ ❏✐♥✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱
✷✵✵✷✳
❬❑❛✐s❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❊✳ ❑❛✐s❡r✱ ❏✳ ◆✳ ❑✉t③ ❛♥❞ ❙✳ ▲✳ ❇r✉♥t♦♥✳ ❙♣❛rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞❛t❛ ❧✐♠✐t✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱
✹✼✹✱ ✷✵✶✽✳
❬❑❛♥♦✉t❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ P✳ ❑❛♥♦✉t❡✱ ❉✳ ❇♦s♦✱ ❏✳ ❈❤❛❜♦❝❤❡ ❛♥❞ ❇✳ ❙❝❤r❡✢❡r✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼❡t❤✲
♦❞s ❢♦r ❈♦♠♣♦s✐t❡s✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✻✴✶✱ ✸✶✲✼✺✱ ✷✵✵✾✳
❬❑❛r❤✉♥❡♥ ✶✾✹✻❪ ❑✳ ❑❛r❤✉♥❡♥✳ ❯❜❡r ❧✐♥❡❛r❡ ♠❡t❤♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣✳
❆♥♥✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ❋❡♥♥✐❝❛❡✱ s❡r✳ ❆❧✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✸✼✱ ✶✾✹✻✳
❬❑❛r✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ▼✳ ❑❛r✐♠✐✱ ❍✳ ❉r♦❣❤❡tt✐ ❛♥❞ ❉✳▲✳ ▼❛r❝❤✐s✐♦✳ P❯❋♦❛♠✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ♦♣❡♥✲
s♦✉r❝❡ ❈❋❉ s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❢♦❛♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✶✼✱ ✶✸✽✕✶✹✽✱ ✷✵✶✼✳
❬❑❡✉♥✐♥❣s ✷✵✵✹❪ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳ ▼✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐s❝♦❡❧❛s✲
t✐❝ ✢♦✇ ✉s✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r②✳ ■♥✿ ❇✐♥❞✐♥❣ ❉▼✱ ❲❛❧t❡rs ❑ ✭❡❞s✮
❘❤❡♦❧♦❣② r❡✈✐❡✇s✳ ❇r✐t✐s❤ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❘❤❡♦❧♦❣②✱ ✻✼✕✾✽✱ ✷✵✵✹✳
❬❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ✫ ❖rt✐③ ✷✵✶✻❪ ❚✳ ❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ❛♥❞ ▼✳ ❖rt✐③✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✵✹✱ ✽✶ ✕ ✶✵✶✱
✷✵✶✻✳
✷✺✷
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ✫ ❖rt✐③ ✷✵✶✼❪ ❚✳ ❑✐r❝❤❞♦❡r❢❡r ❛♥❞ ▼✳ ❖rt✐③✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❞②✲
♥❛♠✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✶✸✱ ✶✻✾✼✕
✶✼✶✵✱ ✷✵✶✼✳
❬❑✉t③ ✷✵✶✸❪ ❏✳ ◆✳ ❑✉t③✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✫ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠✲
♣❧❡① s②st❡♠s ✫ ❜✐❣✲❞❛t❛✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✸✳
❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✺❪ P✳ ▲❛❞❡✈❡③❡✳ ❖♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭✐♥
❢r❡♥❝❤✮✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s P❛r✐s✱ ✸✵✵✴✷✱ ✹✶✕✹✹✱ ✶✾✽✺✳
❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✽✾❪ P✳ ▲❛❞❡✈❡③❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s
✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s
❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s P❛r✐s✱ ✸✵✾✱ ✶✵✾✺✕✶✵✾✾✱ ✶✾✽✾✳
❬▲❛❞❡✈❡③❡ ✶✾✾✾❪ P✳ ▲❛❞❡✈❡③❡✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
◆✳❨✳✱ ✶✾✾✾✳
❬▲❛♠❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❍✳ ▲❛♠❛r✐✱ ❆✳ ❆♠♠❛r✱ P✳ ❈❛rtr❛✉❞✱ ●✳ ▲❡❣r❛✐♥✱ ❋✳ ❏❛❝q✉❡♠✐♥ ❛♥❞
❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❘♦✉t❡s ❢♦r ❊✣❝✐❡♥t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r
▼❛t❡r✐❛❧s ❯s✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✼✴✹✱ ✸✼✸✕✸✾✶✱ ✷✵✶✵✳
❬▲❡❡ ✫ ❱❡r❧❡②s❡♥ ✷✵✵✼❪ ❏✳❆✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼✳ ❱❡r❧❡②s❡♥✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✼✳
❬▲❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❆✳ ▲❡♦♥✱ ❆✳ ❇❛r❛s✐♥s❦✐✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❊✳ ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳
❲❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s
❆❝❛❞❡♠✐❡ ❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ✕ ▼é❝❛♥✐q✉❡✱ ✸✹✻✱ ✹✽✺✕✺✵✵✱ ✷✵✶✽✳
❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❩❡❧✐❛♥❣ ▲✐✉✱ ▼✳❆✳ ❇❡ss❛ ❛♥❞ ❲✐♥❣ ❑❛♠ ▲✐✉✳ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♥❛❧②s✐s✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✵✻✱ ✸✶✾ ✕ ✸✹✶✱ ✷✵✶✻✳
❬▲♦è✈❡ ✶✾✻✸❪ ▼✳ ▼✳ ▲♦è✈❡✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❙❡r✐❡s ✐♥ ❍✐❣❤❡r ▼❛t❤❡♠❛t✲
✐❝s✱ ✸r❞ ❡❞✳ ❱❛♥ ◆♦str❛♥❞✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✱ ✶✾✻✸✳
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❙✳ ❈♦♠❛s✲❈❛r❞♦♥❛✱ ❈✳ ❇✐♥❡tr✉② ❛♥❞
❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❋❧♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✢✉✐❞s ✐♥ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ s❝❛❧❡
✜❜r♦✉s ❢❛❜r✐❝s✳ ✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✳✱ ✷✵✶✺✳
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❛❪ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❏✳ ❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱
❈✳ ❇✐♥❡tr✉② ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❆ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✕✶✵✱ ✷✵✶✻✳
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❜❪ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❏✳❱✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ▲❡❜❡❧✱
❘✳ ❯♣❛❞❤②❛②✱ ❊✳ ❈✉❡t♦✱ ❈✳ ❇✐♥❡tr✉② ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡✱ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ s✉❜♠✐tt❡❞✱ ✷✵✶✻✳
❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❝❪ ❊✳ ▲♦♣❡③✱ ❆✳ ▲❡②❣✉❡✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❙✳ ❈♦♠❛s✲❈❛r❞♦♥❛✱
❈✳ ❆✉❢r❡r❡✱ ❈✳ ❇✐♥❡tr✉② ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❋❧♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r ✢✉✐❞s ✐♥ t✇♦ s❝❛❧❡ ✜❜r♦✉s ❢❛❜r✐❝s✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❋♦r♠✐♥❣✱ ✷✵✶✻✳
❬▼❛❛t❡♥ ✫ ❍✐♥t♦♥ ✷✵✵✽❪ ▲❛✉r❡♥s ✈❛♥ ❞❡r ▼❛❛t❡♥ ❛♥❞ ●❡♦✛r❡② ❍✐♥t♦♥✳ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ t✲❙◆❊✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ ✾✱ ✷✺✼✾✕✷✻✵✺✱ ✷✵✵✽✳
✷✺✸
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬▼❛❞❛② ✫ ❚✉r✐♥✐❝✐ ✷✵✵✷❪ ❨✈♦♥ ▼❛❞❛② ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧ ❚✉r✐♥✐❝✐✳ ❆ ♣❛r❛r❡❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡✱
✷✵✵✷✳
❬▼❛♥❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ◆✳ ▼✳ ▼❛♥❣❛♥✱ ❙✳ ▲✳ ❇r✉♥t♦♥✱ ❏✳ ▲✳ Pr♦❝t♦r ❛♥❞ ❏✳ ◆✳ ❑✉t③✳ ■♥✲
❢❡rr✐♥❣ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❜② ❙♣❛rs❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r✱ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✱ ✺✷✕✻✸✱
✷✵✶✻✳
❬▼❛♥♥ ✫ ❑✉t③ ✷✵✶✻❪ ❏♦r❞❛♥ ▼❛♥♥ ❛♥❞ ❏✳ ◆❛t❤❛♥ ❑✉t③✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r
✜♥❛♥❝✐❛❧ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✻✱ ✶✻✹✸✕✶✻✺✺✱ ✷✵✶✻✳
❬▼❝❱❡✐❣❤ ✫ ▲✐✉ ✷✵✵✽❪ ❈✳ ▼❝❱❡✐❣❤ ❛♥❞ ❲✳ ▲✐✉✳ ▲✐♥❦✐♥❣ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✼✴✹✶✲✹✷✱ ✸✷✻✽✲✸✷✾✵✱ ✷✵✵✽✳
❬▼❡♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❆♥❞r❡s ▼❡♥❛✱ ❉❛✈✐❞ ❇❡❧✱ ■❝✐❛r ❆❧❢❛r♦✱ ❉❛✈✐❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦ ❛♥❞
❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❤✐♥❡st❛✳ ❚♦✇❛r❞s ❛ ♣❛♥❝r❡❛t✐❝ s✉r❣❡r② s✐♠✉❧❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r
r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✱ ✸✶✱ ✷✵✶✺✳
❬▼❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ▲✐❛♥❣ ▼❡♥❣✱ P✐♦tr ❇r❡✐t❦♦♣❢✱ ●✉é♥❤❛ë❧ ▲❡ ◗✉✐❧❧✐❡❝✱ ❇❛❧❛❥✐ ❘❛❣❤❛✈❛♥
❛♥❞ P✐❡rr❡ ❱✐❧❧♦♥✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t♦♦❧s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✺✱ ✶✕✷✶✱ ✷✵✶✽✳
❬▼❡②❡r ✫ ▼❛tt❤✐❡s ✷✵✵✸❪ ▼✳ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❍✳ ●✳ ▼❛tt❤✐❡s✳ ❊✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✲✇❡✐❣❤t❡❞✲r❡s✐❞✉❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✶✱ ✶✼✾✕✶✾✶✱ ✷✵✵✸✳
❬▼✐❝❤❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❏✳ ▼✐❝❤❡❧✱ ❍✳ ▼♦✉❧✐♥❡❝ ❛♥❞ P✳ ❙✉q✉❡t✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❈♦♠♣✉t❡r
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✾✾✳
❬▼✐❧❧á♥ ✫ ❆rr♦②♦ ✷✵✶✸❪ ❉❛♥✐❡❧ ▼✐❧❧á♥ ❛♥❞ ▼❛r✐♥♦ ❆rr♦②♦✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r
♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✻✶✲✷✻✷✱ ✶✶✽ ✕ ✶✸✶✱ ✷✵✶✸✳
❬▼✉r ✶✾✾✹❪ ●✳ ▼✉r✳ ❊❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✸✵✱ ✸✺✺✷✕✸✺✺✼✱ ✶✾✾✹✳
❬▼✉r ✶✾✾✽❪ ●✳ ▼✉r✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧❛❝② ♦❢ ❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✸✹✱
✸✷✹✹✕✸✷✹✼✱ ✶✾✾✽✳
❬◆❡❞❡❧❡❝ ✶✾✽✵❪ ❏✳❈✳ ◆❡❞❡❧❡❝✳ ▼✐①❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❘✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✸✺✱
✸✶✺✕✸✹✶✱ ✶✾✽✵✳
❬◆✐r♦♦♠❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❙✐❛♠❛❦ ◆✐r♦♦♠❛♥❞✐✱ ■❝✐❛r ❆❧❢❛r♦✱ ❊❧✐❛s ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦
❈❤✐♥❡st❛✳ ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✽✶✱ ✶✶✽✵✕✶✷✵✻✱ ✷✵✶✵✳
❬◆✐②♦♥③✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ■✳ ◆✐②♦♥③✐♠❛✱ ❘✳❱✳ ❙❛❜❛r✐❡❣♦✱ P✳ ❉✉❧❛r✱ ❋✳ ❍❡♥r♦tt❡ ❛♥❞
❈✳ ●❡✉③❛✐♥❡✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛t❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦r❡s ✐♥
♠❛❣♥❡t♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✹✾✱ ✷✵✹✾✕✷✵✺✷✱ ✷✵✶✸✳
❬◆♦✉② ✵✶✵❪ ❆♥t❤♦♥② ◆♦✉②✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈❖▼P❯❚❊❘
▼❊❚❍❖❉❙ ■◆ ❆PP▲■❊❉ ▼❊❈❍❆◆■❈❙ ❆◆❉ ❊◆●■◆❊❊❘■◆●✱ ✶✾✾✱ ✶✻✵✸✕✶✻✷✻✱
✷✵✶✵✳
✷✺✹
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❖t✐♥ ✷✵✶✵❪ ❘✳ ❖t✐♥✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦❞❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s✱ ✸✵✱ ✶✾✵✕✷✵✹✱ ✷✵✶✵✳
❬❖t✐♥ ✷✵✶✸❪ ❘✳ ❖t✐♥✳ ❊❘▼❊❙✿ ❆ ♥♦❞❛❧✲❜❛s❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✽✹✱ ✷✺✽✽✕✷✺✾✺✱
✷✵✶✸✳
❬P✳ ❇❡♥♥❡r ✷✵✶✻❪ ❑✳ ❲✐❧❧❝♦① P✳ ❇❡♥♥❡r ❙✳ ●✉❣❡r❝✐♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❙■❆▼ ❘❡✈✐❡✇✱ ✐♥ ♣r❡ss✱ ✷✵✶✻✳
❬P❛♥ ✫ ❚❛♥ ✶✾✾✼❪ ●✳ P❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❚❛♥✳ ●❡♥❡r❛❧ ❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧♦ss② ❛♥❞ ❞✐s✲
♣❡rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ■❊❊❊ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥t❡♥♥❛s
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✶✹✹✱ ✽✶✕✾✵✱ ✶✾✾✼✳
❬P❛r❦ ✫ ❈❤♦ ✶✾✾✻❪ ❍✳ ▼✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❉✳ ❍✳ ❈❤♦✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s②st❡♠s✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✶✱ ✽✶✕✾✽✱ ✶✾✾✻✳
❬P❛t❡r❛ ✫ ❘♦③③❛ ✷✵✵✼❪ ❆✳❚✳ P❛t❡r❛ ❛♥❞ ●✳ ❘♦③③❛✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆
P♦st❡r✐♦r✐ ❊rr♦r ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼■❚ P❛♣♣❛❧❛r❞♦ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✵✼✳
❬P❛✉❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✼❪ ❑✳❉✳ P❛✉❧s❡♥✱ ❉✳❘✳ ▲②♥❝❤ ❛♥❞ ❏✳❲✳ ❙tr♦❤❜❡❤♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s✱ ✸✱ ✺✸✕✻✷✱ ✶✾✽✼✳
❬P❛✉❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪ ❑✳❉✳ P❛✉❧s❡♥✱ ❉✳❘✳ ▲②♥❝❤ ❛♥❞ ❏✳❲✳ ❙tr♦❤❜❡❤♥✳ ❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✜♥✐t❡✱ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✸✻✱ ✻✽✷✕✻✾✸✱
✶✾✽✽✳
❬P❡❤❡rst♦r❢❡r ✫ ❲✐❧❧❝♦① ✷✵✶✺❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ P❡❤❡rst♦r❢❡r ❛♥❞ ❑❛r❡♥ ❲✐❧❧❝♦①✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✾✶✱ ✷✶ ✕ ✹✶✱ ✷✵✶✺✳
❬P❡❤❡rst♦r❢❡r ✫ ❲✐❧❧❝♦① ✷✵✶✻❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ P❡❤❡rst♦r❢❡r ❛♥❞ ❑❛r❡♥ ❲✐❧❧❝♦①✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♦♣✲
❡r❛t♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✐♥tr✉s✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤✲
♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✵✻✱ ✶✾✻ ✕ ✷✶✺✱ ✷✵✶✻✳
❬P❡r❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ▼✳ P❡r❡③✱ ❆✳ ❙❝❤❡✉❡r✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✲
✐♥❣s✳ ❆ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r♦❞s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✸✸✱ ✻✶✲✼✹✱ ✷✵✶✻✳
❬P♦❧✐t♦ ✫ P❡r♦♥❛ ✷✵✵✶❪ ▼❛r③✐❛ P♦❧✐t♦ ❛♥❞ P✐❡tr♦ P❡r♦♥❛✳ ●r♦✉♣✐♥❣ ❛♥❞ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❇② ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✶✹✱ ✶✷✺✺✕✶✷✻✷✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳
❬Pr✉❧✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✵✶✵❪ ❊✳ Pr✉❧✐❡r❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❆✳ ❆♠♠❛r✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽✶✱ ✼✾✶✕✽✶✵✱ ✷✵✶✵✳
❬q♥❞ ❉✳ ❉✉r❡✐ss❡✐① ✫ ❈❛rtr❛✉❞ ✷✵✵✾❪ ❆✳ ▼♦❜❛s❤❡r✲❆♠✐♥✐ q♥❞ ❉✳ ❉✉r❡✐ss❡✐① ❛♥❞ P✳ ❈❛r✲
tr❛✉❞✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❧❛t❡ ❛ss❡♠❜❧②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✼✾✴✹✱ ✹✶✼✲✹✹✸✱ ✷✵✵✾✳
✷✺✺
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✱ ●✳ ❘♦③③❛ ❛♥❞ ❆✳ ▼❛♥③♦♥✐✳ ❈❡rt✐✜❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ P❉❊ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ▼❛t❤ ✐♥ ■♥❞✉str②✱ ✸✱ ✷✵✶✶✳
❬❘♦✇❡✐s ✫ ❙❛✉❧ ✷✵✵✵❪ ❙❛♠ ❚✳ ❘♦✇❡✐s ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❑✳ ❙❛✉❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✵✱ ✷✸✷✸✕✷✸✷✻✱ ✷✵✵✵✳
❬❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ●✳ ❘♦③③❛✱ ❉✳❇✳P✳ ❍✉②♥❤ ❛♥❞ ❆✳❚✳ P❛t❡r❛✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✕ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆r❝❤✐✈❡s
♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✺✴✸✱ ✷✷✾✕✷✼✺✱ ✷✵✵✽✳
❬❘♦③③❛ ✷✵✶✹❪ ●✳ ❘♦③③❛✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ P❉❊s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ P✳ ▲❛❞❡✈❡③❡ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈■❙▼
▲❡❝t✉r❡s ♥♦t❡s ✏❙❡♣❛r❛t❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ P●❉ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✿ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✹✳
❬❘②❝❦❡❧②♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❉✳ ❘②❝❦❡❧②♥❝❦✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ❊✳ ❈✉❡t♦ ❛♥❞ ❆✳ ❆♠♠❛r✳ ❖♥ t❤❡ ❛
♣r✐♦r✐ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✷✭✶✮✱ ✾✶✕✶✷✽✱ ✷✵✵✻✳
❬❘②ss❡❧ ✫ ❇r✉♥♥ ✶✾✾✾❪ ❊✳ ❘②ss❡❧ ❛♥❞ P✳ ❇r✉♥♥✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞
✇✐t❤ ❛ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✢✉✐❞ ✐♥ ♣❧❛♥❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✢♦✇✳✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❤s✱ ✽✻✱ ✸✵✾✲✸✸✺✱ ✶✾✾✾✳
❬❙✳ ❈♦❤❡♥✲❆❞❞❛❞ ✷✵✶✸❪ ❖❧✐✈✐❡r P✐t♦✐s✳ ❙✳ ❈♦❤❡♥✲❆❞❞❛❞ ❘✳ ❍♦❤❧❡r✳ ❋❧♦✇ ✐♥ ❢♦❛♠s ❛♥❞ ✢♦✇✲
✐♥❣ ❢♦❛♠s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✹✺✱ ✷✹✶✕✷✻✼✱ ✷✵✶✸✳
❬❙✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③ ✷✵✵✹❪ ❆✳ ❍✉❡rt❛ ❙✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥
♠❡s❤✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✾✸✱ ✶✷✺✼✕✶✷✼✺✱ ✷✵✵✹✳
❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❆✳ ❙❝❤❡✉❡r✱ ❊✳ ❆❜✐ss❡t✲❈❤❛✈❛♥♥❡✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑❡✉♥✐♥❣s✳
❙❡❝♦♥❞✲❣r❛❞✐❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✸✼✱ ✺✹✲✻✹✱ ✷✵✶✻✳
❬❙❝❤♦❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪ ❇✳ ❙❝❤♦❧❦♦♣❢✱ ❆✳ ❙♠♦❧❛ ❛♥❞ ❑✳❘✳ ▼✉❧❧❡r✳ ❑❡r♥❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❆❉❱❆◆❈❊❙ ■◆ ❑❊❘◆❊▲ ▼❊❚❍❖❉❙ ✲ ❙❯PP❖❘❚ ❱❊❈❚❖❘
▲❊❆❘◆■◆●✱ ✸✷✼✕✸✺✷✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳
❬❙♣❡♥❝❡r ✷✵✵✵❪ ❆✳❏✳▼✳ ❙♣❡♥❝❡r✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❢❛❜r✐❝✲r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s P❛rt
❆✱ ✸✶✱ ✶✸✶✶✕✶✸✷✶✱ ✷✵✵✵✳
❬❙tr♦✉❜♦✉❧✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❚✳ ❙tr♦✉❜♦✉❧✐s✱ ▲✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ■✳ ❇❛❜✉s❦❛✳ ♣✲✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ ❋❊▼ ✉s✐♥❣ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ ❤❛♥❞❜♦♦❦s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✻✵✴✶✵✱ ✶✻✸✾ ✲ ✶✻✼✷✱
✷✵✵✹✳
❬❙✉♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❏✳❙✳ ❙✉♥✱ ❑✳❍✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ❍✳P✳ ▲❡❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
✶✵✺✱ ✶✶✵✕✶✶✽✱ ✷✵✵✵✳
❬❙✇❛♥s♦♥ ✫ ❍♦❡❢❡r ✷✵✵✸❪ ❉✳●✳ ❙✇❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❲✳❏✳❘✳ ❍♦❡❢❡r✳ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣
✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆rt❡❝❤ ❍♦✉s❡✱ ✷✵✵✸✳
❬❚✳ ❩♦❤❞✐ ✷✵✵✺❪ P✳ ❲r✐❣❣❡rs ❚✳ ❩♦❤❞✐✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳
✷✺✻
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❏✳ ❇✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❱✳ ❞❡ ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ▲❛♥❣❢♦r❞✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✵✱ ✷✸✶✾✕✷✸✷✸✱ ✷✵✵✵✳
❬❚❤♦♠♣s♦♥ ✫ ▼❡♥❞❡s ✷✵✵✺❪ ❘✳ ❚❤♦♠♣s♦♥ ❛♥❞ P✳ ❙♦✉③❛ ▼❡♥❞❡s✳ P❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ str❛✐♥✐♥❣
❛♥❞ ✢♦✇ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✸✱ ✼✾✲✶✵✺✱
✷✵✵✺✳
❬❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✶✾✾✻❪ ❘♦❜❡rt ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ▲❛ss♦✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✺✽✱ ✷✻✼✕✷✽✽✱
✶✾✾✻✳
❬❚❧✐❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ❙✳ ❚❧✐❧✐✱ ❈✳ ●❛②✱ ❋✳ ●r❛♥❡r✱ P✳ ▼❛r❝q✱ ❋✳ ▼♦❧✐♥♦ ❛♥❞ P✳ ❙❛r❛♠✐t♦✳ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❢♦r t✐ss✉❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❊✱ ✸✽✱ ✸✸✕✻✸✱
✷✵✶✺✳
❬❚♦rq✉❛t♦ ✷✵✵✷❪ ❙✳ ❚♦rq✉❛t♦✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
▼❛t❡r✐❛❧s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✵✷✳
❬❱♦❧❦✇❡✐♥ ✷✵✵✶❪ ❙✳ ❱♦❧❦✇❡✐♥✳ ▼♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✱ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●r❛③✱ ✷✵✵✶✳
❬❲❛♥❣ ✷✵✶✷❪ ◗✉❛♥ ❲❛♥❣✳ ❑❡r♥❡❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
❋❛❝❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✷✵✼✳✸✺✸✽✱ ✷✵✶✷✳
❬❲❛ss❡❧②♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ●✳ ❲❛ss❡❧②♥❝❦✱ ❉✳ ❚r✐❝❤❡t✱ ❇✳ ❘❛♠❞❛♥❡ ❛♥❞ ❏✳ ❋♦✉❧❞✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❆ ♥❡✇ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✹✻✱ ✸✷✼✼✕✸✷✽✵✱ ✷✵✶✵✳
❬❨✈♦♥♥❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❏✳ ❨✈♦♥♥❡t✱ ❉✳ ●♦♥③❛❧❡③ ❛♥❞ ◗✳✲❈✳ ❍❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈♦♠♣✉t❡r
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✽✴✸✸✲✸✻✱ ✷✼✷✸✲✷✼✸✼✱ ✷✵✵✾✳
✷✺✼
  
Titre :   Stratégies avancées basées sur la physique et pilotées par les données 
Mots clés :  Réduction de Modèles –  Complétion des données  – Apprentissage Machine –  Stratégies 
pilotées par les données 
Résumé :   Les sciences de l'ingénieur basées sur la 
simulation (Simulation Based Engineering Science, SBES) 
ont apporté des améliorations majeures dans l'optimisation, 
le contrôle et l'analyse inverse, menant toutes à une 
meilleure compréhension de nombreux processus se 
produisant dans le monde réel. Ces percées notables sont 
présentes dans une grande variété de secteurs tels que 
l'aéronautique ou l'automobile, les télécommunications 
mobiles ou la santé, entre autres. Néanmoins, les SBES 
sont actuellement confrontées à plusieurs difficultés pour 
fournir des résultats précis dans des problèmes industriels 
complexes. Outre les coûts de calcul élevés associés aux 
applications industrielles, les erreurs introduites par la 
modélisation constitutive deviennent de plus en plus 
importantes lorsqu'il s'agit de nouveaux matériaux. 
Parallèlement, un intérêt sans cesse croissant pour des 
concepts tels que les données massives (big data), 
l'apprentissage machine ou l'analyse de données a été 
constaté. En effet, cet intérêt est intrinsèquement motivé 
par un développement exhaustif des systèmes d'acquisition 
et de stockage de données.  Par exemple, un avion peut 
produire plus de 500 Go de données au cours d'un seul 
vol. Ce panorama apporte une opportunité parfaite aux 
systèmes d'application dynamiques pilotés par les données   
(Dynamic Data Driven Application Systems, DDDAS), 
dont l'objectif principal est de fusionner de manière 
dynamique des algorithmes de simulation classiques avec 
des données provenant de mesures expérimentales. 
Dans ce scénario, les données et les simulations ne 
seraient plus découplées, mais une symbiose à exploiter 
permettrait d'envisager des situations jusqu'alors 
inconcevables. En effet, les données ne seront plus 
comprises comme un étalonnage statique d'un modèle 
constitutif donné mais plutôt comme une correction 
dynamique du modèle dès que les données 
expérimentales et les simulations auront tendance à 
diverger. Plusieurs algorithmes numériques seront 
présentés tout au long de ce manuscrit dont l'objectif 
principal est de renforcer le lien entre les données et la 
mécanique computationnelle. La première partie de la 
thèse est principalement axée sur l'identification des 
paramètres, les techniques d'analyse des données et les 
techniques de complétion de données. La deuxième 
partie est axée sur les techniques de réduction de modèle 
(MOR), car elles constituent un allié fondamental pour 
satisfaire les contraintes temps réel découlant du cadre 
DDDAS    
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Abstract :   Simulation Based Engineering Science 
(SBES) has brought major improvements in optimization, 
control and inverse analysis, all leading to a deeper 
understanding in many processes occurring in the real 
world. These noticeable breakthroughs are present in a 
vast variety of sectors such as aeronautic or automotive 
industries, mobile telecommunications or healthcare 
among many other fields. Nevertheless, SBES is currently 
confronting several difficulties to provide accurate results in 
complex industrial problems. Apart from the high 
computational costs associated with industrial applications, 
the errors introduced by constitutive modeling become 
more and more important when dealing with new materials. 
Concurrently, an unceasingly growing interest in concepts 
such as Big-Data, Machine Learning or Data-Analytics has 
been experienced. Indeed, this interest is intrinsically 
motivated by an exhaustive development in both data-
acquisition and data-storage systems. For instance, an 
aircraft may produce over 500 GB of data during a single 
flight. This panorama brings a perfect opportunity to the so-
called Dynamic Data Driven Application Systems 
(DDDAS), whose main objective is to merge classical 
simulation algorithms with data coming from experimental 
measures in a dynamic way. Within this scenario, data 
and simulations would no longer be uncoupled but rather 
a symbiosis that is to be exploited would achieve 
milestones which were inconceivable until these days. 
Indeed, data will no longer be understood as a static 
calibration of a given constitutive model but rather the 
model will be corrected dynamically as soon as 
experimental data and simulations tend to diverge. 
Several numerical algorithms will be presented 
throughout this manuscript whose main objective is to 
strengthen the link between data and computational 
 mechanics. The first part of the thesis is mainly focused 
on parameter identification, data-driven and data 
completion techniques. The second part is focused on 
Model Order Reduction (MOR) techniques, since they 
constitute a fundamental ally to achieve real time 
constraints arising from DDDAS framework 
 
